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SUMMARY 
THIS INVESTIGATION WAS CONCERNED WITH THE EXTENSION OF THE BOUNDS 
OF KNOWLEDGE RELATING TO THE DESIGN OF MAINTENANCE F A C I L I T I E S AND SPARES-
STOCKING P O L I C I E S FOR SYSTEMS WHICH ARE ESSENTIALLY CHARACTERIZED BY THE 
USE OF ROTATABLE, FLEET-OPERATED COMPONENTS. THE GENERAL RESEARCH 
OBJECTIVE WAS THE DEVELOPMENT OF A THEORETICAL BASIS, FOR THE REPRESENT 
TATION AND STUDY OF CONGESTION PHENOMENA ASSOCIATED WITH THE FLOW OF 
NONOPERATIVE COMPONENTS THROUGH A LIMITED-CAPACITY SERVICE FACILITY AND 
THEIR SUBSEQUENT STORAGE BEFORE BEING RETURNED TO USE. 
THE MODELS OF INTEREST WERE TERMED "REPAIRMAN MODELS WITH SPARES" 
BECAUSE OF THEIR STRUCTURAL SIMILARITY TO THE CLASSICAL "REPAIRMAN 
MODELS" OR, EQUIVALENTLY, "MACHINE INTERFERENCE MODELS" OF QUEUEING 
THEORY. BOTH REGULAR REPAIRMAN SYSTEMS AND THOSE WITH SPARES HAVE 
FIXED NUMBERS OF SERVICE CHANNELS AND WORKING POSITIONS FOR UNITS . HOW­
EVER, REGULAR REPAIRMAN SYSTEMS HAVE A NUMBER OF CIRCULATING UNITS P R E ­
CISELY EQUAL TO THE NUMBER OF WORKING P O S I T I O N S , WHILE REPAIRMAN SYSTEMS 
WITH SPARES HAVE A NUMBER OF UNITS WHICH EXCEEDS THE NUMBER OF WORKING 
P O S I T I O N S . 
AN I N I T I A L CONCERN WAS THE FINDING OF A METHODOLOGICAL BACKGROUND 
TO SUPPORT THE SPARSE OFFERINGS OF THE FEW PUBLISHED PAPERS IDENTIFIABLE 
AS TREATING REPAIRMAN PROBLEMS WITH SPARES. I T WAS FOUND THAT THE 
LITERATURE ON REPAIRMAN MODELS—THE DIRECT HISTORICAL AND NATURAL 
METHODOLOGICAL PRECURSORS TO REPAIRMAN MODELS WITH SPARES—PROVIDES A 
RICH SOURCE OF THEORY, ANALYTIC TECHNIQUES, AND PROCEDURAL PHILOSOPHY 
v i i i 
o f p o t e n t i a l u s e f u l n e s s t o a n y s t u d y i n t h e r e a l m o f r e p a i r m a n m o d e l s 
w i t h s p a r e s . 
B y c o n t r a s t i n g t h e e x i s t i n g b o u n d s o f k n o w l e d g e o n t h e t w o t y p e s 
o f m o d e l s , i t w a s p o s s i b l e t o o b t a i n a m e a s u r e o f t h e r e l a t i v e l e v e l o f 
d e v e l o p m e n t o f t h e o r y o n r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s . The e x i s t i n g , 
s i g n i f i c a n t r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s , n a m e l y t h e m o d e l s o f T a y l o r 
a n d J a c k s o n ( 1 9 5 4 ) a n d T o f t a n d B o o t h r o y d ( 1 9 5 9 ) , w e r e s e e n t o b e 
a n a l o g o u s t o t h e f u n d a m e n t a l r e p a i r m a n m o d e l d e v i s e d b y P a l m ( 1 9 4 7 ) . 
E v e n t h e l i m i t e d l e v e l o f t h e o r e t i c a l s o p h i s t i c a t i o n s u g g e s t e d b y 
t h e s e s i m p l e m o d e l s w a s d i m i n i s h e d w h e n i t was s h o w n i n t h e p r e s e n t 
i n v e s t i g a t i o n t h a t b o t h m o d e l s ( a n d P a l m ' s a s w e l l ) f o l l o w r e a d i l y f r o m 
a n a p p r o p r i a t e s p e c i f i c a t i o n o f p a r a m e t e r s i n a w e l l - k n o w n , g e n e r a l 
q u e u e i n g m o d e l . 
The t h e o r e t i c a l b a c k g r o u n d s u p p o r t i n g t h e s t u d y o f r e p a i r m a n 
m o d e l s w i t h s p a r e s w a s f u r t h e r a u g m e n t e d w i t h t h e i n t r o d u c t i o n o f t o p i c s 
f r o m q u e u e i n g n e t w o r k t h e o r y . I n a s c e n d i n g o r d e r o f c o m p l e x i t y a n d 
g e n e r a l i t y , t h e h i e r a r c h y o f m o d e l s d i s c u s s e d w a s : ( l ) r e p a i r m a n 
m o d e l s , ( 2 ) r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s , ( 3 ) c y c l i c q u e u e s , ( 4 ) f i n i t e 
q u e u e s , a n d ( 5 ) n e t w o r k s o f q u e u e s . C o n c e p t u a l l y , e a c h g r o u p o f m o d e l s 
may b e v i e w e d a s b e i n g g e n e r a l i z a t i o n s o f m o d e l s l o w e r i n t h e h i e r a r c h y 
a n d a s b e i n g s p e c i a l i z a t i o n s o f m o d e l s h i g h e r i n t h e h i e r a r c h y . 
Two s e c t i o n s o f t h e t h e s i s w e r e d e v o t e d t o t h e a n a l y t i c a l 
d e v e l o p m e n t o f n e w r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s . T h e f i r s t s e c t i o n 
t r e a t e d P o i s s o n r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s , t h a t i s , m o d e l s i n w h i c h 
t h e c o m p o n e n t f a i l u r e t i m e s a n d s e r v i c e t i m e s f o l l o w i n d e p e n d e n t , o n e -
p a r a m e t e r , n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n s . T o p i c s 
i x 
t r e a t e d w e r e : s p a r e s w h i c h f a i l i n s t o r a g e , . e x t e n d e d s e r v i c e i n t e r v a l s , 
t i m e - d e p e n d e n t c o n d i t i o n s , s e r v i c i n g w i t h a n c i l l a r y f u n c t i o n s , f a u l t y 
r e p a i r s , t r a n s i t d e l a y s , m u l t i p l e f a i l u r e m o d e s , a n d m u l t i p l e t y p e s of 
s e r v i c e . One o r m o r e r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s w e r e d e r i v e d i n 
a s s o c i a t i o n w i t h e a c h t o p i c . The p r i n c i p a l m e t h o d s o f a t t a c k w e r e t h o s e 
o f b a s i c P o i s s o n q u e u e i n g t h e o r y a n d t h o s e o f c y c l i c a n d f i n i t e q u e u e i n g 
n e t w o r k t h e o r y . 
The s e c o n d s e c t i o n t r e a t e d r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s i n w h i c h 
t h e c o m p o n e n t f a i l u r e t i m e s w e r e n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l l y d i s t r i b u t e d and 
the component service times followed a two-parameter, scale-modified 
c h i - s q u a r e d i s t r i b u t i o n ( i „ e . , a n " E r l a n g d i s t r i b u t i o n " ) . The k e y to 
f o r m u l a t i n g m o d e l s in t h i s s e c t i o n was t h e d e c o m p o s i t i o n o f c h i - s q u a r e 
d i s t r i b u t e d p h e n o m e n a t h r o u g h a " m e t h o d o f s u c c e s s i v e s t a g e s " i n t o 
s e v e r a l n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l l y d i s t r i b u t e d p h a s e s . T h e s t e a d y - s t a t e 
r e s u l t s o b t a i n e d w e r e o f a s u r p r i s i n g l y s i m p l e f o r m i n v i e w o f t h e c o m ­
p l e x m a n i p u l a t i o n s r e q u i r e d t o o b t a i n t h e m . I t w a s o b s e r v e d t h a t t h e 
s c h e m e s u s e d i n f o r m u l a t i o n o f t h e s e m o d e l s h a d g e n e r a l a p p l i c a b i l i t y 
a n d t h e i r e x t e n s i o n t o t h e f o r m u l a t i o n o f m o r e c o m p l e x r e p a i r m a n m o d e l s 
w i t h s p a r e s was d i s c u s s e d . 
G e n e r a l l y , t h e m o d e l s o b t a i n e d w e r e a t h r e e f o l d r e p r e s e n t a t i o n of 
a s y s t e m o f i n t e r e s t : ( l ) a s e t o f d i f f e r e n t i a l - d i f f e r e n c e e q u a t i o n s 
r e l a t i n g t h e p r o b a b i l i t i e s P nCt) o f b e i n g i n v a r i o u s s t a t e s o f t h e 
s y s t e m a t t i m e t ( t h e " t i m e - v a r i a n t " o r " d y n a m i c " m o d e l ) ; a s e t o f dif­
f e r e n c e e q u a t i o n s r e l a t i n g t h e p r o p o r t i o n s o f t i m e p n s p e n t i n e a c h 
s t a t e a f t e r t h e s y s t e m h a s b e e n o p e r a t i n g f o r a l o n g t i m e ( t h e " s t e a d y -
s t a t e " o r " s t a t i o n a r y " m o d e l ) ; a n d (3) e x p l i c i t f o r m u l a e f o r t h e p 
X 
( t h e s t a t i o n a r y s o l u t i o n ) . H o w e v e r , i n o n e i n s t a n c e e x p l i c i t f o r m u l a e 
w e r e d e v e l o p e d f o r t h e P n ^ t ) a n d t h e p r o s p e c t s f o r o b t a i n i n g t i m e -
d e p e n d e n t s o l u t i o n s t o o t h e r d y n a m i c m o d e l s w e r e d i s c u s s e d . 
I n m o s t c a s e s , m o d e l r e s u l t s w e r e g i v e n i n a f o r m q u i t e t r a c t a b l e 
t o h a n d c o m p u t a t i o n s w i t h t h e a i d o f s t a n d a r d m a t h e m a t i c a l t a b l e s . H o w ­
e v e r , i n t h e e v e n t t h a t e x t e n s i v e u s e o f a m o d e l w a s e n v i s i o n e d , o r i f 
t h e m o d e l w a s t o b e a p p l i e d t o t h e r e p r e s e n t a t i o n o f a p a r t i c u l a r l y 
l a r g e r e a l - w o r l d s y s t e m , t h e n i t w a s r e c o m m e n d e d t h a t t a b u l a r s o l u t i o n s 
b e g e n e r a t e d w i t h t h e a i d o f a d i g i t a l c o m p u t e r . T h e e a s e o f i m p l e ­
m e n t i n g s o l u t i o n s o n a d i g i t a l c o m p u t e r w a s d i s c u s s e d i n t h e c o n c l u d i n g 
c h a p t e r o f t h e t h e s i s . 
I n r e c o g n i t i o n o f t h e n e w n e s s o f t h e r e s e a r c h a r e a a n d i n a n 
a t t e m p t t o p r o v o k e a n d e n c o u r a g e f u t u r e i n v e s t i g a t i o n s , b o t h q u a l i t a t i v e 
a n d q u a n t i t a t i v e p o r t i o n s o f t h e t h e s i s e m p h a s i z e d the i d e n t i f i c a t i o n o f 
p o t e n t i a l l y u s e f u l m e t h o d s f o r f o r m u l a t i o n a n d s o l u t i o n o f m o d e l e q u a ­
t i o n s . The g e n e r a l u s e f u l n e s s o f f o r m u l a t i o n s c h e m e s a n d s o l u t i o n 
m e t h o d s a p p l i e d t o t h e d e r i v a t i o n o f r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s w a s 
d i s c u s s e d i n some d e t a i l in t e r m s o f r e s u l t s o b t a i n e d a n d o b t a i n a b l e 
t h r o u g h e x t e n s i o n s . I n a d d i t i o n , a l a r g e n u m b e r o f p o t e n t i a l l y u s e f u l , 
b u t u n t e s t e d , m e t h o d s w e r e d e s c r i b e d i n t h e e x t e n s i v e ( 2 5 0 - r e f e r e n c e ) 
l i t e r a t u r e s u r v e y . 
I t i s t h o u g h t t h a t t h e r e s e a r c h r e s u l t s w i l l be o f particular 
i n t e r e s t t o t h e f l e e t - t y p e t r a n s p o r t a t i o n a n d m a i n t e n a n c e s e r v i c e 
i n d u s t r i e s . H o w e v e r , i n g e n e r a l , t h e r e s e a r c h r e s u l t s a r e e x p e c t e d t o 
h a v e w i d e s p r e a d a p p l i c a t i o n t o p r o b l e m s i n v o l v i n g t h e o p e r a t i o n , 
m a i n t e n a n c e , c o s t , r e l i | b i % i t y , a n d a v a i l a b i l i t y o f s y s t e m s c o m p r i s e d 




P u r p o s e 
The p u r p o s e o f t h i s r e s e a r c h i s t o e x t e n d — a n d t o p r o v i d e f o r t h e 
f u t u r e e x t e n s i o n o f — t h e b o u n d s o f k n o w l e d g e r e l a t i n g t o t h e d e s i g n o f 
m a i n t e n a n c e f a c i l i t i e s a n d s p a r e s - s t o c k i n g p o l i c i e s f o r s y s t e m s w h i c h 
a r e e s s e n t i a l l y c h a r a c t e r i z e d b y t h e u s e o f r o t a t a b l e , f l e e t - o p e r a t e d 
c o m p o n e n t s . A n a l y t i c a s p e c t s o f t h e i n v e s t i g a t i o n w i l l e m p h a s i z e t h e 
m o d e l i n g o f c o n g e s t i o n p h e n o m e n a a s s o c i a t e d w i t h t h e f l o w o f n o n o p e r a -
t i v e c o m p o n e n t s t h r o u g h a l i m i t e d - c a p a c i t y s e r v i c e f a c i l i t y a n d t h e 
s u b s e q u e n t s t o r a g e o f t h e s e c o m p o n e n t s b e f o r e r e t u r n i n g t h e m t o u s e . 
I t i s t h o u g h t t h a t t h e r e s e a r c h r e s u l t s w i l l b e o f p a r t i c u l a r 
i n t e r e s t t o t h e f l e e t - t y p e t r a n s p o r t a t i o n a n d m a i n t e n a n c e s e r v i c e i n d u s ­
t r i e s . H o w e v e r , i n g e n e r a l , t h e r e s e a r c h r e s u l t s a r e e x p e c t e d t o h a v e 
w i d e s p r e a d a p p l i c a t i o n t o p r o b l e m s i n v o l v i n g t h e o p e r a t i o n , m a i n t e n a n c e , 
c o s t , r e l i a b i l i t y , a n d a v a i l a b i l i t y o f s y s t e m s c o m p r i s e d o f g r o u p s o f 
s i m i l a r c o m p o n e n t s , 
The S y s t e m s o f I n t e r e s t a n d T h e i r 
R e p r e s e n t a t i o n i n t h e P r e s e n t I n v e s t i g a t i o n 
C h a r a c t e r i s t i c s 
A f l e e t - t y p e t r a n s p o r t a t i o n s y s t e m i s e s s e n t i a l l y c h a r a c t e r i z e d 
b y t h e u s e o f v e h i c l e s o r o t h e r d e v i c e s t o move p a s s e n g e r s a n d / o r g o o d s 
f r o m o n e l o c a t i o n t o a n o t h e r . S u c h s y s t e m s a r e f o u n d i n a s s o c i a t i o n 
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w i t h n e a r l y e v e r y a s p e c t o f m o d e r n human e x i s t e n c e a n d e n d e a v o r : a i r ­
l i n e s , r a i l r o a d s , s h i p l i n e s , t r u c k i n g f i r m s , s u b w a y s , t a x i c a b c o m p a n i e s , 
m i l k d e l i v e r y s y s t e m s , f o r k l i f t t r u c k f l e e t s , e t c . T h e i n t e r c h a n g e a b l e , 
f l e e t - o p e r a t e d c o m p o n e n t s o f s u c h s y s t e m s may b e r e g a r d e d a s b e i n g t h e 
v e h i c l e s t h e m s e l v e s ( e . g . , a i r p l a n e s , l o c o m o t i v e s , t r u c k s ) o r some 
s m a l l e r c o m p o n e n t u s e d o n t h e v e h i c l e s ( e . g . , t r a n s m i s s i o n s , e n g i n e s , 
f r a m e s , a p p l i a n c e s ) . 
I n a l l s u c h t r a n s p o r t a t i o n s y s t e m s , t h e m a i n t e n a n c e s u b s y s t e m 
a s s o c i a t e d w i t h a p a r t i c u l a r f l e e t - o p e r a t e d c o m p o n e n t e x i s t s t o f u l ­
f i l l c e r t a i n r e q u i r e m e n t s — r e p a i r , r e n e w a l / r e p l a c e m e n t , o r b o t h - -
d i c t a t e d b y t h e f a i l u r e a n d s e r v i c e c h a r a c t e r i s t i c s o f t h a t c o m p o n e n t 
a n d , t o a l e s s e r e x t e n t s b y t h e p h y s i c a l l a y o u t o f t h e t r a n s p o r t a t i o n 
s y s t e m . O f c o u r s e , t h e same m a i n t e n a n c e f a c i l i t i e s may b e u s e d t o 
s e r v i c e m o r e t h a n o n e t y p e o f c o m p o n e n t . I n s u c h c a s e s , t h e m a i n t e n a n c e 
s u b s y s t e m a s s o c i a t e d w i t h a p a r t i c u l a r c o m p o n e n t may b e r e g a r d e d a s 
h a v i n g a n c i l l a r y f u n c t i o n s w h i c h l i m i t a n d o t h e r w i s e d e f i n e i t s a v a i l ­
a b i l i t y a n d c a p a c i t y w i t h r e s p e c t t o ' the g i v e n c o m p o n e n t . 
R e p r e s e n t a t i o n i n t h e P r e s e n t I n v e s t i g a t i o n 
I n t h e p r e s e n t i n v e s t i g a t i o n , t h e s y s t e m s o f i n t e r e s t w i l l b e 
r e p r e s e n t e d i n p a r a m e t r i c f o r m , t h a t i s , v i a a s p e c i f i c a t i o n i n g e n e r a l 
s y m b o l i c t e r m s o f s u c h d i s t i n g u i s h i n g c h a r a c t e r i s t i c s a s ( 1 ) n u m b e r o f 
c o m p o n e n t s c o m p r i s i n g t h e s y s t e m , ( 2 ) a v e r a g e d u r a t i o n o f o p e r a t i n g t i m e 
o f a t y p i c a l c o m p o n e n t , ( 3 ) a v e r a g e t i m e r e q u i r e d t o s e r v i c e a t y p i c a l 
c o m p o n e n t , ( 4 ) n u m b e r o f s e r v i c e c h a n n e l s a v a i l a b l e f o r c o m p o n e n t r e p a i r , 
( 5 ) n u m b e r o f s p a r e c o m p o n e n t s a v a i l a b l e , a n d ( 6 ) r u l e s d e f i n i n g t h e 
o r d e r o f s e r v i c e . 
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The v a r i a b l e o p e r a t i n g c o n d i t i o n s e n c o u n t e r e d i n s u c h s y s t e m s 
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w i l l b e r e p r e s e n t e d ( s t o c h a s t i c a l l y ) b y a s t a t e m e n t o f t h e r a n g e a n d 
f r e q u e n c y o f o c c u r r e n c e o f p o s s i b l e o p e r a t i o n a n d s e r v i c e t i m e s f o r a 
t y p i c a l c o m p o n e n t . T h e s e f r e q u e n c y d i s t r i b u t i o n s w i l l t h e m s e l v e s b e 
p a r a m e t r i c a l l y g e n e r a l i n t h e s e n s e t h a t t h e y w i l l b e s p e c i f i e d i n 
t e r m s o f o n e o r m o r e s y m b o l i c f a c t o r s . 
An E x a m p l e 
An e x a m p l e o f p a r t i c u l a r i n t e r e s t t o t h e p r e s e n t i n v e s t i g a t i o n i s 
t h e s y s t e m i n w h i c h a i r c r a f t e n g i n e s a r e m a i n t a i n e d b y a c o m m e r c i a l a i r ­
l i n e . One o f t h e f i r s t s t u d i e s o f a s p a r e s - p r o v i s i o n i n g p r o b l e m w a s 
made i n 1 9 5 4 b y B r i t i s h O v e r s e a s A i r w a y s C o r p o r a t i o n a n a l y s t s , J . T a y l o r 
a n d R. R. P . J a c k s o n [ 232J , , w h o d e p i c t e d t h e e n g i n e m a i n t e n a n c e c y c l e a s 
b e i n g o f t h e f o r m s h o w n i n F i g u r e 1 . 
I N S T A L L E D ENGINES 
ACTIVELY ENGAGED I N 
THE F L Y I N G PROGRAM 
( A ) 
• 
S e r v i c e a b l e 
E n g i n e s 
F a i l e d 
E n g i n e s 
SERVICEABLE SPARES 
I N STORAGE 
S e r v i c e a b l e 
E n g i n e s ENGINES I N 
MAINTENANCE 
(c) ( B ) 
F i g u r e 1 . The C o m m e r c i a l A i r l i n e s 1 " E n g i n e P i p e l i n e " 
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The p a r a m e t r i c a l l y - g e n e r a l m o d e l w h i c h T a y l o r a n d J a c k s o n d e v i s e d t o 
r e p r e s e n t t h i s s y s t e m i s d e s c r i b e d i n d e t a i l i n C h a p t e r I I I . F o r t h e 
m o m e n t , i t i s o n l y o b s e r v e d t h a t t h e i r m o d e l i s q u i t e s i m i l a r i n f o r m u ­
l a t i o n t o t h e c l a s s i c a l " r e p a i r m a n m o d e l " s t u d i e d b y P a l m [ 1 7 3 ] a n d 
o t h e r s ( s e e C h a p t e r I I ) , a n d t h a t t h i s s i m i l a r i t y s u g g e s t s t h a t i t b e 
c a l l e d a " r e p a i r m a n m o d e l w i t h s p a r e s . " 
M o d e l N o m e n c l a t u r e 
T h e f l o w s y s t e m o f g e n e r a l i n t e r e s t i n t h e p r e s e n t i n v e s t i g a t i o n 
i s t h a t i l l u s t r a t e d i n F i g u r e 1 , The r e s e a r c h r e s u l t s a r e i n t e n d e d t o 
a p p l y t o a n y s ys tem w h i c h has a g r o u p o f i n t e r c h a n g e a b l e c o m p o n e n t s 
o p e r a t e d i n t h i s m a n n e r . F o r h i s t o r i c a l r e a s o n s , t h e m o d e l s t h a t w i l l 
b e d e v i s e d t o r e p r e s e n t f l o w a n d c o n g e s t i o n p h e n o m e n a a s s o c i a t e d w i t h 
s u c h s y s t e m s w i l l b e r e f e r r e d t o a s " r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s . " 
S i m i l a r l y , t h e u n d e r l y i n g s y s t e m s w i l l b e c a l l e d " r e p a i r m a n s y s t e m s w i t h 
s p a r e s . " 
L i m i t a t i o n s o f t h e L i t e r a t u r e 
O n l y a f e w e x a m p l e s o f r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s h a v e a p p e a r e d 
i n t h e l i t e r a t u r e . One o f t h e s e w a s T a y l o r a n d J a c k s o n ' s m o d e l [ 2 3 2 ] o f 
a i r c r a f t e n g i n e m a i n t e n a n c e ; a n o t h e r w a s T o f t a n d B o o t h r o y d ' s m o d e l [ 2 4 0 ] 
d e v i s e d t o r e p r e s e n t c o l l i e r y o p e r a t i o n s ; a n d a t h i r d [ 2 4 4 ] w a s a n 
a p p l i c a t i o n o f T a y l o r a n d J a c k s o n ' s m o d e l t o r e p r e s e n t m a i n t e n a n c e 
a c t i v i t i e s f o r a n a n a l o g u e c o m p u t e r . T h i s l i t e r a t u r e i s d e s c r i b e d i n 
d e t a i l i n C h a p t e r I I I . 
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I m p o r t a n c e o f t h e T o p i c 
I n a g e n e r a l s e n s e , t h e i m p o r t a n c e o f t h e r e s e a r c h t o p i c i s 
d e m o n s t r a t e d b y t h e p r o s p e c t i v e w i d e s p r e a d a p p l i c a b i l i t y o f t h e r e s e a r c h 
r e s u l t s . T h e p r o f i t r e a l i z a b l e f r o m o p e r a t i o n o f a f l e e t - t y p e t r a n s p o r ­
t a t i o n s y s t e m i s d i r e c t l y i n f l u e n c e d b y t h e c o s t s o f v e h i c l e o w n e r s h i p 
a n d m a i n t e n a n c e . A l s o , t h e c o m p e t i t i v e s u c c e s s o f t h e s e s y s t e m s i s 
s t r o n g l y i n f l u e n c e d b y t h e c o n s i s t e n c y w i t h w h i c h t h e y m e e t f i x e d o p e r a ­
t i n g s c h e d u l e s , a n d t h i s c o n s i s t e n c y d e p e n d s d i r e c t l y u p o n t h e c o n t r i ­
b u t i o n o f m a i n t e n a n c e s u p p o r t t o s y s t e m avai labi l i ty . W i t h r e s p e c t t o 
o t h e r e x a m p l e s o f p o t e n t i a l a p p l i c a t i o n , i t i s o b s e r v e d t h a t o p e r a t i n g 
c o s t a n d s y s t e m a v a i l a b i l i t y a r e a l m o s t i n v a r i a b l y . t h e f a c t o r s u p o n 
w h i c h a s y s t e m d e p e n d s f o r i t s f u n c t i o n a l , e c o n o m i c , a n d c o m p e t i t i v e 
s u c c e s s , 
The a b i l i t y t o d e s i g n m a i n t e n a n c e f a c i l i t i e s a n d s p a r e s - s t o c k i n g 
p o l i c i e s t o o p t i m i z e o p e r a t i n g c o s t a n d s y s t e m a v a i l a b i l i t y c l e a r l y 
d e p e n d s u p o n a n i n t i m a t e k n o w l e d g e o f s y s t e m b e h a v i o r . T h e q u a l i t a t i v e 
a n d e m p i r i c a l a p p r o a c h e s t h a t h a v e d o m i n a t e d p r e v i o u s s t u d i e s o f f l e e t -
t y p e s y s t e m b e h a v i o r , w h i l e v a l u a b l e a s a p p l i e d t o s p e c i f i c r e a l - w o r l d 
s y s t e m s , h a v e l i m i t e d f l e x i b i l i t y a s g e n e r a l i n v e s t i g a t i v e a n d p l a n n i n g 
t o o l s . On t h e o t h e r h a n d , p a r a m e t r i c a l l y g e n e r a l m o d e l s — f o r e x a m p l e , 
o f t h e r e p a i r m a n - w i t h - s p a r e s t y p e s o u g h t i n t h e p r e s e n t i n v e s t i g a t i o n — 
h a v e t h e a d v a n t a g e o f p r o v i d i n g a r e l a t i v e l y i n e x p e n s i v e , e a s i l y m a n i p u ­
l a t e d , a n d g e n e r a l l y a p p l i c a b l e p l a n n i n g t o o l f o r c o m p a r i s o n s o f v a r i a ­
t i o n s o n e x i s t i n g s y s t e m s a n d f o r t h e s t u d y o f p r o p o s e d s y s t e m s . 
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O b j e c t i v e s a r i d S c o p e o f S t u d y 
P u r p o s e a n d O b j e c t i v e s 
As p r e v i o u s l y s t a t e d , t h e p u r p o s e o f t h i s r e s e a r c h i s t o e x t e n d — 
a n d t o p r o v i d e f o r t h e f u t u r e e x t e n s i o n o f — t h e b o u n d s o f k n o w l e d g e 
r e l a t i n g t o t h e d e s i g n o f m a i n t e n a n c e f a c i l i t i e s a n d s p a r e s - s t o c k i n g 
p o l i c i e s f o r s y s t e m s w h i c h a r e e s s e n t i a l l y c h a r a c t e r i z e d b y t h e u s e o f 
r o t a t a b l e , f l e e t - o p e r a t e d c o m p o n e n t s . 
The c o n s i d e r a t i o n s r e l a t e d i n t h i s c h a p t e r m o t i v a t e t h e c h o i c e 
o f r e s e a r c h o b j e c t i v e s . T h e g e n e r a l o b j e c t i v e o f t h e i n v e s t i g a t i o n i s 
t h e d e v e l o p m e n t o f a t h e o r e t i c a l b a s i s f o r t h e r e p r e s e n t a t i o n a n d s t u d y 
o f c o n g e s t i o n p h e n o m e n a a s s o c i a t e d w i t h t h e f l o w o f n o n o p e r a t i v e c o m ­
p o n e n t s t h r o u g h a l i m i t e d - c a p a c i t y s e r v i c e f a c i l i t y a n d t h e s u b s e q u e n t 
s t o r a g e o f t h e s e c o m p o n e n t s b e f o r e r e t u r n i n g t h e m t o U s e . A n u m b e r o f 
s p e c i f i c o b j e c t i v e s a r e i d e n t i f i e d w i t h a t t a i n m e n t o f t h i s g e n e r a l 
o b j e c t i v e . The p r i m a r y s p e c i f i c o b j e c t i v e s i n v o l v e t h e d e v e l o p m e n t o f 
m o d e l s t o r e p r e s e n t t h e s y s t e m s o f i n t e r e s t . 
1 . D e v e l o p m e n t o f " r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s ; " t h a t i s , 
d e v e l o p m e n t o f q u e u e i n g m o d e l s o f t h e c l a s s i c a l r e p a i r m a n t y p e , b u t 
w h i c h i n c l u d e t h e a d d i t i o n a l r a m i f i c a t i o n o f s p a r e s p r o v i s i o n i n g , 
2 . D e v e l o p m e n t o f v a r i a t i o n s o n t h e e x i s t i n g m o d e l s w h i c h may 
b e i d e n t i f i e d a s " r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s , " i n o r d e r t o i n c r e a s e 
t h e i r p o t e n t i a l u s e f u l n e s s , 
The s e c o n d a r y s p e c i f i c o b j e c t i v e s r e c o g n i z e t h e l i m i t a t i o n s o f 
The e x i s t i n g r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s a r e T a y l o r a n d J a c k ­
s o n ' s m o d e l [ 2 3 2 ] o f a n a i r c r a f t - e n g i n e m a i n t e n a n c e s y s t e m a n d T o f t a n d 
B o o t h r o y d ' s m o d e l l2k0l o f c o l l i e r y o p e r a t i o n s . T h e s e m o d e l s a r e 
d e s c r i b e d i n C h a p t e r I I I . 
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t h e l i t e r a t u r e o n r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s i n p r o v i d i n g a s o u r c e o f 
t h e o r y , a n a l y t i c t e c h n i q u e s , a n d p r o c e d u r a l p h i l o s o p h y o f p o t e n t i a l u s e ­
f u l n e s s t o t h e p r e s e n t a n d f u t u r e i n v e s t i g a t i o n s : 
3 . P r e s e n t a t i o n i n o n e l o c a t i o n o f a c o m p r e h e n s i v e s u r v e y o f 
t h e l i t e r a t u r e o n r e p a i r m a n m o d e l s , t h e d i r e c t h i s t o r i c a l a n d n a t u r a l 
m e t h o d o l o g i c a l p r e c u r s o r s t o r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s . 
4 . C o n t r a s t o f t h e r e l a t i v e b o u n d s o f k n o w l e d g e o n r e g u l a r 
r e p a i r m a n m o d e l s a n d t h o s e w i t h s p a r e s i n o r d e r t o g i v e ( a ) a m e a s u r e 
o f t h e r e l a t i v e l e v e l o f d e v e l o p m e n t o f t h e o r y o n r e p a i r m a n m o d e l s w i t h 
s p a r e s and ( b ) an i n d i c a t i o n o f t h e u n s o l v e d r e p a i r m a n p r o b l e m s w i t h 
s p a r e s f o r w h i c h s o l u t i o n s w o u l d b e d e s i r a b l e a n d w o r t h w h i l e . 
5 . D e m o n s t r a t i o n o f t h e r e l a t i o n s h i p s a m o n g r e p a i r m a n m o d e l s 
w i t h s p a r e s , r e p a i r m a n m o d e l s , c y c l i c a n d f i n i t e q u e u e i n g m o d e l s , a n d 
n e t w o r k s o f q u e u e s ; a n d e v a l u a t i o n o f t h e i r i m p l i c a t i o n s o n t h e s t u d y o f 
r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s . 
S t u d y P r o c e d u r e 
G e n e r a l O u t l i n e . T h e q u a n t i t a t i v e a s p e c t s o f t h e i n v e s t i g a t i o n 
( o b j e c t i v e s 1 - 2 ) a r e v i e w e d a s b e i n g e s s e n t i a l l y t h e b e g i n n i n g s o f a n e w 
a r e a o f r e s e a r c h w i t h i n t h e g e n e r a l r e a l m o f q u e u e i n g t h e o r y a p p l i c a ­
t i o n s . A c c o r d i n g l y , i t w a s f e l t n e c e s s a r y t o a t t a i n t h e s e c o n d a r y 
o b j e c t i v e s 3-5 b e f o r e a t t e m p t i n g t o f u l f i l l t h e p r i m a r y o b j e c t i v e s 1 - 2 . 
C h a p t e r I I p r o v i d e s a d i s c u s s i o n o f t h e c h a r a c t e r i s t i c s o f r e p a i r m a n 
m o d e l s a n d a s u r v e y o f t h e p u b l i s h e d w o r k o n r e p a i r m a n s y s t e m s ( o b j e c ­
t i v e 3 ) . C h a p t e r I I I e x t e n d s t h e d i s c u s s i o n t o t h e l i m i t e d l i t e r a t u r e 
o n r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s ( o b j e c t i v e 4 ) a n d i n t r o d u c e s a d d i t i o n a l 
a r e a s o f t h e q u e u e i n g t h e o r y l i t e r a t u r e t h a t a r e p e r t i n e n t t o t h e s t u d y 
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o f r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s ( o b j e c t i v e 5 ) . T h e f o u n d a t i o n o f 
m e t h o d s a n d p r o c e d u r a l p h i l o s o p h y c o l l e c t e d i n C h a p t e r s I I a n d I I I i s 
a p p l i e d t o t h e d e v e l o p m e n t o f n e w r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s i n 
C h a p t e r s I V a n d V ( o b j e c t i v e s 1 - 2 ) . 
M o d e l D e v e l o p m e n t . The a n a l y t i c p r o c e d u r e s w h i c h w i l l b e u s e d 
i n t h e d e r i v a t i o n o f n e w r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s a r e q u i t e v a r i e d 
i n v i e w o f t h e n u m b e r o f d i f f e r e n t p r o b l e m s w h i c h w i l l b e c o n s i d e r e d i n 
C h a p t e r s I V a n d V . The p r i n c i p a l m e t h o d s o f a t t a c k w i l l b e t h o s e o f 
P o i s s o n q u e u e i n g t h e o r y ( s e e a s p e c t s o u t l i n e d a t e n d o f C h a p t e r I ) , 
t h o s e o f c y c l i c a n d f i n i t e q u e u e i n g n e t w o r k t h e o r y ( s e e s u r v e y i n C h a p ­
t e r I I I ) , a n d a " m e t h o d o f s t a g e s " f o r t h e d e c o m p o s i t i o n o f c h i - s q u a r e 
d i s t r i b u t e d p h e n o m e n a ( s e e C h a p t e r V ) . 
F o r m o f R e s u l t s 
I n m o s t c a s e s , t h e m o d e l d e v e l o p e d w i l l b e a t h r e e f o l d r e p r e s e n ­
t a t i o n o f a s y s t e m o f i n t e r e s t : 
( 1 ) A s e t o f d i f f e r e n t i a l - d i f f e r e n c e e q u a t i o n s r e l a t i n g t h e 
t i m e - d e p e n d e n t p r o b a b i l i t i e s p n ( t ) o f t h e r e b e i n g n u n i t s r e q u i r i n g 
s e r v i c e a t t i m e t ; f o r e x a m p l e , e q u a t i o n s r e l a t i n g ( d / d t ) P n ( t ) t o 
P _ ( t ) , P ( t ) , P ^ . ( t ) , e t c . T h i s w i l l b e r e f e r r e d t o a s t h e 1 1 t i m e -
n - 1 ' n ' n + 1 ' 
d e p e n d e n t " o r , e q u i v a l e n t l y , " d y n a m i c " m o d e l o f t h e s y s t e m . 
( 2 ) A s e t o f f i n i t e d i f f e r e n c e e q u a t i o n s r e l a t i n g t h e p r o p o r ­
t i o n s o f t i m e p ^ d u r i n g w h i c h n u n i t s r e q u i r e s e r v i c e w h e n t h e s y s t e m 
h a s r e a c h e d " s t a t i s t i c a l e q u i l i b r i u m " a f t e r o p e r a t i n g f o r a l o n g t i m e 
(P ( t ) - + p a s t - * » ) . T h i s w i l l b e r e f e r r e d t o a s t h e " s t e a d y - s t a t e " o r , 
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e q u i v a l e n t l y , " s t a t i o n a r y " m o d e l o f t h e s y s t e m . 
( 3 ) A s e t o f f o r m u l a e e x p l i c i t l y d e f i n i n g t h e p ^ i n t e r m s o f t h e 
s y s t e m p a r a m e t e r s . The f o r m u l a e w i l l u s u a l l y r e s u l t f r o m a n a l y t i c s o l u ­
t i o n o f t h e s t a t i o n a r y e q u a t i o n s , a l t h o u g h i n some c a s e s a d d i t i o n a l 
b a c k g r o u n d m a t e r i a l w i l l b e u s e d t o s h o r t e n t h e a n a l y s i s . T h e s e f o r m u ­
l a e a l s o c o m p r i s e a s t a t i o n a r y m o d e l o f t h e s y s t e m . 
I n o n e i n s t a n c e , e x p l i c i t f o r m u l a e w i l l b e d e v e l o p e d f o r t h e 
P n ( t ) ; n a m e l y , a n e x p l i c i t t i m e - d e p e n d e n t r e p r e s e n t a t i o n w i l l b e 
d e v e l o p e d f o r t h e same r e p a i r m a n s y s t e m w i t h s p a r e s t h a t T a y l o r a n d 
JACKSON [2323 s t u d i e d i n t h e s t e a d y - s t a t e . 
A l l r e s u l t s , e x p l i c i t o r i m p l i c i t , w i l l b e e x p r e s s e d p a r a m e t r i -
c a l l y i n t e r m s o f C D n u m b e r o f i n t e r c h a n g e a b l e c o m p o n e n t s i n t h e s y s ­
t e m , ( 2 ) a v e r a g e d u r a t i o n o f o p e r a t i n g t i m e o f a t y p i c a l c o m p o n e n t , 
( 3 ) a v e r a g e t i m e r e q u i r e d t o s e r v i c e a t y p i c a l c o m p o n e n t , ( 4 ) n u m b e r o f 
s e r v i c e c h a n n e l s a v a i l a b l e f o r c o m p o n e n t r e p a i r , ( 5 ) n u m b e r o f s p a r e 
c o m p o n e n t s a v a i l a b l e , a n d , i n some c a s e s , ( 6 ) a n e x t r a p a r a m e t e r 
i n c l u d e d t o g e n e r a l i z e t h e s e r v i c e - t i m e d i s t r i b u t i o n . 
S c o p e a n d L i m i t a t i o n s 
The s c o p e o f t h e i n v e s t i g a t i o n i s d e l i m i t a b l e i n t e r m s o f t h e 
v a r i e t y o f m o d e l s t o b e d e v e l o p e d . C h a p t e r I V w i l l p r e s e n t a n u m b e r o f 
m o d e l s , r e s u l t s , a n d o b s e r v a t i o n s f o r r e p a i r m a n s y s t e m s i n w h i c h t h e 
u n i t s h a v e n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l l y d i s t r i b u t e d f a i l u r e a n d s e r v i c e t i m e s . 
S t a t i o n a r i t y i s i n f a c t a t t a i n e d f o r a n y v a l u e o f t f o r w h i c h 
( d / d t ) P CT) = 0 . I n t h e m o d e l s o f i n t e r e s t , i t i s e x p e c t e d t h a t t h i s 
c o n d i t i o n w i l l p r e v a i l f o r l a r g e t . 
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T o p i c s t o b e t r e a t e d a r e : s p a r e s w h i c h f a i l i n s t o r a g e , a r t i f i c i a l l y 
e x t e n d e d s e r v i c e i n t e r v a l s 9 r e d u c t i o n o f s y s t e m f a i l u r e s , t h e p r o s p e c t s 
f o r t i m e - d e p e n d e n t s o l u t i o n s , r e p a i r m e n w i t h a n c i l l i a r y d u t i e s , f a u l t y 
r e p a i r s , c y c l i c q u e u e s , t r a n s i e n t d e l a y s , a n d t h e s e r v i c i n g o f a i r c r a f t 
e n g i n e s . One o r m o r e r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s w i l l b e i n t r o d u c e d i n 
a s s o c i a t i o n w i t h e a c h t o p i c . . C h a p t e r V w i l l p r e s e n t s e v e r a l r e p a i r m a n 
m o d e l s w i t h s p a r e s i n w h i c h f a i l u r e t i m e s f o l l o w t h e t w o - p a r a m e t e r c h i -
s q u a r e d i s t r i b u t i o n w i t h e v e n d e g r e e s o f f r e e d o m . 
A b b r e v i a t e d Queue D e s i g n a t o r s 
D . G . K e n d a l l [ 1 2 9 ] h a s d e v i s e d a c o n c i s e n o t a t i o n a l s c h e m e f o r 
t h e i d e n t i f i c a t i o n o f q u e u e i n g m o d e l s . T h i s s c h e m e w i l l b e a d o p t e d i n 
t h e p r e s e n t d i s c u s s i o n . I n K e n d a l l ' s p o p u l a r n o t a t i o n , M | G | c = { t y p e M 
i n t e r a r r i v a l - t i m e d e n s i t y f u n c t i o n | t y p e G s e r v i c e - t i m e d e n s i t y f u n c t i o n | 
c s e r v e r s } ; w h e r e , b y c o n v e n t i o n , i t i s a s s u m e d , u n l e s s o t h e r w i s e q u a l i ­
f i e d o r c l a r i f i e d , t h a t s e r v i c i n g i s i n a s i m p l e , n o n - p r e f e r e n t i a l o r d e r 
( e . g . , f i r s t - i n - f i r s t - o u t ) a n d t h a t a n i n f i n i t e n u m b e r o f w a i t i n g p o s i ­
t i o n s i s p r o v i d e d . K e n d a l l ' s s y s t e m u s e s M t o d e n o t e a P o i s s o n n u m b e r -
o f - o c c u r r e n c e s d i s t r i b u t i o n o r , e q u i v a l e n t l y , a n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l 
i n t e r o c c u r r e n c e - i n t e r v a l d i s t r i b u t i o n ; D f o r a d e t e r m i n i s t i c d i s t r i b u ­
t i o n ( e . g . , c o n s t a n t i n t e r o c c u r r e n c e i n t e r v a l s ) ; E^ f o r t h e kth E r l a n g 
d i s t r i b u t i o n ; G f o r a g e n e r a l ( a r b i t r a r y ) d i s t r i b u t i o n ; a n d G I f o r a 
g e n e r a l d i s t r i b u t i o n w i t h i n d e p e n d e n c e a s s u m p t i o n s . 
1 1 
Some A s p e c t s o f P b j s s o n Q u e u e i n g T h e o r y 
I t i s a s s u m e d t h a t t h e r e a d e r h a s some f a m i l i a r i t y w i t h b a s i c 
P o i s s o n q u e u e i n g t h e o r y . T h i s s e c t i o n w i l l r e v i e w o n l y a f e w c o n c e p t s 
a n d r e s u l t s t h a t a r e o f g e n e r a l a n d r e c u r r i n g s i g n i f i c a n c e t o t h e 
d e v e l o p m e n t o f s u c c e e d i n g c h a p t e r s . R e f e r e n c e i s made t o F e l l e r [ 5 2 , 
5 3 ] , K a r l i n [ 1 1 6 ] , a n d S y s k i [ 2 1 2 ] f o r a m o r e c o m p r e h e n s i v e t h e o r e t i c a l 
d i s c u s s i o n o f t h e same m a t e r i a l a n d t o S a a t y ( [ 1 9 6 ] , C h a p t e r s 4 - 5 ) f o r 
a d d i t i o n a l e x a m p l e s o f i t s a p p l i c a t i o n . A d d i t i o n a l a s p e c t s o f P o i s s o n 
q u e u e s w i l l b e d e s c r i b e d l a t e r i n t h e c o n t e x t o f t h e l i t e r a t u r e s u r v e y 
a n d t h e p r e s e n t a t i o n o f r e s u l t s o f t h e c u r r e n t i n v e s t i g a t i o n . 
P a r t i c u l a r a t t e n t i o n s h o u l d b e p a i d t o t h e d e s c r i p t i o n o f t h e 
g e n e r a l b i r t h a n d d e a t h p r o c e s s . The m e t h o d o f f o r m u l a t i o n a n d s o l u t i o n 
o u t l i n e d f o r i t may b e r e g a r d e d a s a p r o t o t y p e f o r m u c h o f t h e a n a l y s i s 
i n t h e p r e s e n t i n v e s t i g a t i o n . T h e c o n c l u d i n g p a r a g r a p h s o f t h i s s e c t i o n 
e x p l a i n h o w t h e p r e c e p t s o f i t s c o n s t r u c t i o n w i l l b e e x t e n d e d t o t h e 
d e v e l o p m e n t o f m o d e l s w i t h m u l t i - d i m e n s i o n a l s t a t e c h a n g e s i n C h a p t e r s 
I V a n d V . 
The P o i s s o n P r o c e s s 
The P o i s s o n d i s t r i b u t i o n i s f r e q u e n t l y u s e d t o r e p r e s e n t i n p u t 
p h e n o m e n a ( c a l l e d " P o i s s o n i n p u t " ) w h e r e a r r i v a l s o c c u r e s s e n t i a l l y " a t 
r a n d o m " o r w h e n l i t t l e o r n o t h i n g i s a c t u a l l y k n o w n a b o u t t h e i n p u t 
p r o c e s s . T h e b a s i s f o r s u c h u s a g e s t e m s f r o m s e v e r a l c a u s e s : F i r s t , 
t h e P o i s s o n d i s t r i b u t i o n may b e d e r i v e d f r o m v e r y g e n e r a l a s s u m p t i o n s 
( g i v e n b e l o w ) w h i c h a g r e e q u i t e w e l l w i t h o u r n o t i o n o f w h a t t h e p r o b a ­
b i l i s t i c p r o p e r t i e s o f a r a n d o m p h e n o m e n o n m i g h t b e . S e c o n d , t h e e a s e 
w i t h w h i c h c o m p u t a t i o n s may b e e f f e c t e d o v e r r i d e s m a n y p o s s i b l e 
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o b j e c t i o n s . T h i r d , a n d m o s t i m p o r t a n t , many r e a l i n p u t s y s t e m s ( e . g . , 
r o a d t r a f f i c , t e l e p h o n e c a l l s , m a c h i n e b r e a k d o w n s , r e s t a u r a n t c u s t o m e r s , 
e t c . ) s h o w e x c e l l e n t e m p i r i c a l c o r r e s p o n d e n c e t o t h e i r P o i s s o n a n a l o g u e s , 
P o s t u l a t e s f o r t h e P o i s s o n p r o c e s s a r e : W h a t e v e r t h e n u m b e r o f 
a r r i v a l s d u r i n g t h e i n t e r v a l o f t i m e ( 0 , t ) , t h e p r o b a b i l i t y t h a t d u r i n g 
t h e s m a l l i n t e r v a l ( t , t t A t ) a n arrival o c c u r s i s A A t + CK A t ) , w h e r e A i s 
a r e a l c o n s t a n t ; a n d t h e p r o b a b i l i t y t h a t m o r e t h a n o n e a r r i v a l o c c u r s 
i s O ( A t ) . 
L e t * ( t ) d e n o t e t h e p r o b a b i l i t y t h a t p r e c i s e l y a arrivals o c c u r 
a 
d u r i n g ( 0 , t ) . T h e n , i t c a n b e s h o w n t h a t , f o r t h e P o i s s o n p r o c e s s , 
w h i c h i s k n o w n a s t h e P o i s s o n d i s t r i b u t i o n . The e x p e c t e d n u m b e r o f 
a r r i v a l s d u r i n g ( 0 , t ) i s A t a n d , a c c o r d i n g l y , t h e m e a n a r r i v a l r a t e i s 
A . 
F u r t h e r , i t c a n b e s h o w n t h a t s u c c e s s i v e i n t e r a r r i v a l i n t e r v a l s 
a r e i n d e p e n d e n t a n d t h a t t h e t i m e t b e t w e e n a n y t w o s u c c e s s i v e a r r i v a l s 
( o r . t h e w a i t i n g t i m e t o t h e f i r s t a r r i v a l ) h a s t h e n e g a t i v e e x p o n e n t i a l 
E . C . M o l i n a [ 1 5 7 ] h a s p u b l i s h e d e x t e n s i v e t a b l e s o f i n d i v i d u a l 
a n d c o m p l e m e n t a r y - c u m u l a t i v e t e r m s o f t h e P o i s s o n d i s t r i b u t i o n . 
A A 
'O(x) i s u s e d t o d e n o t e a q u a n t i t y o f s m a l l e r o r d e r o f m a g n i t u d e 
t h a n x . M o r e p r e c i s e l y , CKx) s t a n d s f o r a q u a n t i t y s u c h t h a t x ~ n ) ( x ) - K ) 
as x - K ) . 
'
w w T h e P o i s s o n p r o c e s s i s a n e x a m p l e o f a p u r e b i r t h p r o c e s s . A 
s e t o f d i f f e r e n t i a l - d i f f e r e n c e e q u a t i o n s i n * a ( t ) c a n b e f o r m u l a t e d a n d 
s o l v e d i n t h e m a n n e r d e s c r i b e d l a t e r f o r t h e g e n e r a l b i r t h a n d d e a t h 
p r o c e s s . 
1 3 
d i s t r i b u t i o n , 
g ( t ) = X e " X t , t > 0 , ( 2 ) 
w i t h mean 1 / A . T h i s e q u a t i o n i s o f t e n u s e d t o r e p r e s e n t t h e s e r v i c e -
t i m e d i s t r i b u t i o n f o r a u n i t i n q u e u e i n g p r o b l e m s . 
M a r k o v i a n P r o p e r t y o f t h e N e g a t i v e E x p o n e n t i a l D i s t r i b u t i o n 
I n g e n e r a l , we s a y t h a t a p r o c e s s i s M a r k o v i a n i n n a t u r e i f t h e 
p r o b a b i l i t y o f some f u t u r e e v e n t i s d e p e n d e n t , a t m o s t , u p o n t h e p r e s e n t 
s t a t e o f t h e s y s t e m . T h a t i s , a M a r k o v i a n p r o c e s s h a s n o " m e m o r y " o f 
i t s p r e v i o u s b e h a v i o r . The n e g a t i v e e x p o n e n t i a l d i s t r i b u t i o n i s 
M a r k o v i a n , f o r 
P r ( T ? > t } = / A e ~ A t d t = e " A t ( 3 ) 
t 
a n d 
- A ( t + x ) 
- A x 
e 
- A t 
= e 
P r { T > t > . ( 4 ) 
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The G e n e r a l B i r t h a n d D e a t h P r o c e s s 
S e v e r a l s e c t i o n s o f C h a p t e r s I I , I I I , a n d I V make u s e o f p r o p e r ­
t i e s o f t h e g e n e r a l b i r t h a n d d e a t h p r o c e s s . T h e s e w i l l b e d e s c r i b e d i n 
t h e c o n t e x t o f q u e u e i n g p h e n o m e n a i n w h i c h b i r t h s a r e e q u a t e d t o 
a r r i v a l s , d e a t h s t o s e r v i c e c o m p l e t i o n s , a n d t h e p o p u l a t i o n t o t h e num^-
b e r o f u n i t s i n t h e s y s t e m ( i . e . , t h e t o t a l n u m b e r o f u n i t s e i t h e r b e i n g 
s e r v i c e d o r a w a i t i n g s e r v i c e ) . 
N o t a t i o n . F o r t h e s t a t e w h e r e t h e r e a r e n ( n = 0 , 1 , 2 , • • • ) u n i t s 
i n t h e s y s t e m , l e t d e n o t e t h e s t a t e o f t h e s y s t e m ; mean r a t e a t 
w h i c h u n i t s a r r i v e i n t h e s y s t e m ; a n d y n , mean r a t e o f s e r v i n g u n i t s . 
L e t p n C t ) b e t h e p r o b a b i l i t y t h a t t h e s y s t e m i s i n s t a t e a t t i m e t 
a n d l e t p n b e t h e c o r r e s p o n d i n g s t e a d y - s t a t e p r o b a b i l i t y o f b e i n g i n 
s t a t e 5 . 
n 
P o s t u l a t e s . The s y s t e m c h a n g e s o n l y t h r o u g h t r a n s i t i o n s f r o m 
s t a t e s t o t h e i r n e a r e s t n e i g h b o r s ( S ->S . o r S
 x . i f n ^ l b u t 5 ->S. 
b
 n n - 1 n + 1 o 1 
o n l y ) . I f a t a n y t i m e t t h e s y s t e m i s i n s t a t e S t h e p r o b a b i l i t y t h a t 
d u r i n g t h e s m a l l i n t e r v a l ( t , t + A t ) t h e t r a n s i t i o n S -+S ^_ o c c u r s i s 
n n+JL 
A ^ A t + O C A t ) , a n d t h e p r o b a b i l i t y o f 5 ">S ( n ^ l ) i s y n A t + 0 ( A t ) . 
The p r o b a b i l i t y t h a t t w o o r m o r e t r a n s i t i o n s o c c u r i s 0 ( A t ) . 
T i m e - D e p e n d e n t M o d e l . The p o s t u l a t e s p r o v i d e a m e a n s f o r r e ­
l a t i n g t h e s t a t e o f t h e s y s t e m a t t i m e t + A t t o i t s s t a t e a t t i m e t 
t h r o u g h t h e c o n s i d e r a t i o n o f a s e t o f m u t u a l l y - e x c l u s i v e p o s s i b l e 
A 
T h e g e n e r a l b i r t h a n d d e a t h p r o c e s s w a s d e v e l o p e d b y W i l l i a m 
F e l l e r d u r i n g 1 9 3 6 - 1 9 4 0 . The c u r r e n t d i s c u s s i o n f o l l o w s h i s e x p o s i t i o n 
( [ 5 3 ] , C h a p t e r 1 7 ) , w i t h s t a t i o n a r y s o l u t i o n t a k e n f r o m K a r l i n [ 1 1 6 ] , 
p . 1 9 4 . 
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h a p p e n i n g s d u r i n g t h e s m a l l i n t e r v a l A t . The p r o b a b i l i t i e s o f t h e s e 
e v e n t s a r e t h u s a d d i t i v e a n d t h e f o l l o w i n g e q u a t i o n s c a n b e w r i t t e n : 
P ( t + A t ) = ( 1 - A A t ) P C t ) + ( l - A 1 A t ) ( y 1 A t ) P 1 C t ) + 0 ( A t ) ; o o o 1 1 1 
P ( t + A t ) = ( 1 - A A t ) C l - u A t ) P ( t ) + (A ^ A t K l - y
 n A t ) P _ ( t ) 
n n n n n - 1 n - 1 n - 1 
+ d - V l A t K V l A t ) P n + l ( t ) + 0 ( A t ) ' 
n = l , 2 , 3 , • • • . 
> ( 5 ) 
S u b t r a c t i n g P n ( t ) f r o m b o t h s i d e s , d i v i d i n g b y A t , a n d t a k i n g t h e l i m i t 
a t A t - K ) , we o b t a i n t h e d y n a m i c e q u a t i o n s o f s t a t e , 
dP ( t ) 
o 
d t 
dP ( t ) 
n 
d t 
- A o P o ( t ) •+ u ^ C t ) , 
( W P n C t ) + VlVl ( t ) + VlPn+lCt)> W ^ ' ' " ' 
> ( 6 ) 
w h e r e , i f t h e s y s t e m s t a r t e d i n s t a t e S, a t t = 0 , t h e i n i t i a l c o n d i t i o n s 
a r e 
P, CO) = 1 and P CO) = 0 , n/k, 
K n 
C7) 
I t i s k n o w n t h a t , f o r a r b i t r a r y p r e s c r i b e d c o e f f i c i e n t s ^ n - ° > u n ~ ° 
t h e r e a l w a y s e x i s t s a p o s i t i v e s o l u t i o n { P n ( t ) > s u c h t h a t £ P ^ C t ) ^ ! . 
n 
F u r t h e r , i f t h e s e q u e n c e s {A } , { y } a r e b o u n d e d ( o r i n c r e a s e 
' ^ n n 
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s u f f i c i e n t l y s l o w l y ) , t h i s s o l u t i o n i s u n i q u e a n d s a t i s f i e s t h e r e g u -
A 
l a r i t y c o n d i t i o n , 
0 0 
y p ( t ) = i . ( e ) 
n = 0 
S t e a d y - S t a t e M o d e l . I t c a n h e s h o w n ( e i t h e r f r o m t h e e x p l i c i t 
f o r m o f t h e s o l u t i o n s o r f r o m t h e g e n e r a l e r g o d i c t h e o r e m s f o r M a r k o v 
p r o c e s s e s ) t h a t u n d e r a n y c i r c u m s t a n c e s t h e l i m i t s , l i m P ( t ) = p , 
'
 J
 . ' n r n 
e x i s t ; t h e y a r e i n d e p e n d e n t o f t h e i n i t i a l c o n d i t i o n s ( 7 ) ; a n d 
l i m ( d / d t ) P ( t ) = 0 . The s t e a d y - s t a t e e q u a t i o n s w h i c h a r e o b t a i n e d f r o m 
( 6 ) a s t - * » a r e 
0 = - X o P o + y p ; 
0 = - ( .A + y ) p + A _p _ + u ^ . p _,, , n = l , 2 , 3 , - » -
n n r n n - l r n - l n + l r n + l ' 9 ' 
> ( 9 ) 
S t a t i o n a r y S o l u t i o n . E q u a t i o n s ( 9 ) may b e e v a l u a t e d r e c u r s i v e l y 
t o o b t a i n e x p r e s s i o n s f o r P J / P Q ^ / P Q ' P 3 / P 0 ' *" * ' ^ g e n e r a l e x p r e s s i o n 
f o r p / p t h e n f o l l o w s b y i n d u c t i o n . F o r t h e c a s e w h e r e t h e A a r e f n o n 
f i n i t e n o n - n e g a t i v e , t h e y ^ a r e f i n i t e p o s i t i v e , a n d t h e s e q u e n c e 
A A 
{ p N / P Q } c o n v e r g e n t , a u n i q u e s o l u t i o n may b e w r i t t e n i n t h e f o r m 
A 
F o r u n i q u e s o l u t i o n s t o r e p a i r m a n m o d e l s ( w i t h o r w i t h o u t 
s p a r e s ) , i t i s r e q u i r e d o n l y t h a t t h e A n , y n b e f i n i t e n o n - n e g a t i v e . 
T h e n , b o u n d e d n e s s o f { A n } , { y n } i s a s s u r e d s i n c e t h e r e a r e o n l y a f i n i t e 
n u m b e r o f s t a t e s ( e . g . , n = 0 , 1 , 2 , • • • , N f o r some p r e s c r i b e d i n t e g e r N ) . 
" " E q u a t i o n s ( . 1 0 - 1 1 ) a r e c o r r e c t , b u t r e s t r i c t e d t o t h e r a n g e o f 
d e f i n i t i o n w h e n t h e s t a t e s p a c e i s b o u n d e d ( e . g . , t o n = 0 , 1 , 2 , • • • , N ) a s 
1 7 
A A_ A • • • A 
s _ o _ l 2 n - 1 n s , i , 2 , 3 , - - - , 
n
 W s ' ^ n ° 




 = I p n -
n = 0 " 
S o l u t i o n s f o r c a s e s w h e r e t h e s e c o n d i t i o n s d o n o t h o l d a r e q u i t e i r r e g u ­
l a r i n t h a t t h e y e i t h e r r e d u c e t o a t r i v i a l r e s u l t o r p r o d u c e a n o b v i o u s 
v a r i a t i o n o n t h e m a i n s o l u t i o n . S u c h i r r e g u l a r c a s e s h a v e r a r e l y p r o v e d 
t o b e o f m u c h p r a c t i c a l s i g n i f i c a n c e i n t h e p a s t a n d , a c c o r d i n g l y , a r e 
g e n e r a l l y e x c l u d e d f r o m c o n s i d e r a t i o n i n a l l m o d e l s d e v e l o p e d i n t h e 
p r e s e n t i n v e s t i g a t i o n . 
P o i s s o n I n p u t . F e l l e r h a s s h o w n t h a t p r o c e s s e s w i t h n e g a t i v e -
e x p o n e n t i a l l y d i s t r i b u t e d t r a n s i t i o n t i m e s a r e t h e ( o n l y ) o n e s f i t t i n g 
t h i s b i r t h a n d d e a t h m o d e l . Due t o t h e e q u i v a l e n c e b e t w e e n a P o i s s o n 
f r e q u e n c y - o f - o c c u r r e n c e d i s t r i b u t i o n a n d a n e g a t i v e e x p o n e n t i a l 
i n t e r o c c u r r e n c e - t i m e d i s t r i b u t i o n , t h e i n p u t p r o c e s s o f t h e g e n e r a l 
b i r t h a n d d e a t h s y s t e m i s s o m e t i m e s r e f e r r e d t o a s " s t a t e - d e p e n d e n t 
P o i s s o n i n p u t " ; h o w e v e r , i t s h o u l d b e n o t e d t h a t t h e p r o c e s s i s n o t t r u e 
P o i s s o n i n p u t u n l e s s A^ 5 A , a c o n s t a n t , f o r n-0
 9X92 9 " '. The P o i s s o n 
p o s t u l a t e s e x c l u d e a n y n o t i o n o f s t a t e d e p e n d e n c y . 
A p p l i c a t i o n s . E q u a t i o n s ( 6 - 1 1 ) p r o v i d e a m e a n s f o r e a s i l y 
f o r t h e r e p a i r m a n m o d e l s a n d r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s t r e a t e d i n 
l a t e r c h a p t e r s . 
P r o o f i s s t a r t e d i n t h e c i t e d r e f e r e n c e ( [ 5 2 ] , C h a p t e r 1 7 , § 3 ) 
a n d c o n c l u d e d i n V o l u m e I I o f h i s b o o k ( [ 5 3 ] , p p . 8 - 9 ) . 
( 1 0 ) 
( 1 1 ) 
1 8 
o b t a i n i n g m o d e l s f o r many q u e u e i n g s i t u a t i o n s o f i n t e r e s t . F o r e x a m p l e , 
t h e M|M| c m o d e l i s g i v e n b y A n = A ; y n = n y , n = l , 2 , 3 , • • • , c ; y n - c y , 
n = c , c + l , c + 2 , • • • ; A < c y . P a l m ' s r e p a i r m a n m o d e l [ 1 7 3 ] was s h o w n t o b e a n 
e x a m p l e i n F e l l e r ' s e x p o s i t i o n o n t h e g e n e r a l p r o c e s s ( £ 5 2 ] , § 1 7 . 7 ) . 
F u r t h e r , a s w i l l b e s h o w n i n C h a p t e r I I I , t h e r e p a i r m a n m o d e l s w i t h 
s p a r e s l a b o r i o u s l y d e r i v e d b y T a y l o r a n d J a c k s o n [ 2 3 2 ] a n d T o f t a n d 
B o o t h r o y d [ 2 4 0 ] c o u l d h a v e b e e n m o r e s i m p l y c o n s t r u c t e d h a d t h e a u t h o r s 
m e r e l y s p e c i f i e d a n a p p r o p r i a t e s e t o f A^ a n d y ^ f o r t h e g e n e r a l b i r t h 
a n d d e a t h e q u a t i o n s . I n d e e d , many o f t h e q u e u e i n g m o d e l s r e f e r e n c e d i n 
C h a p t e r s I I a n d I I I f o l l o w f r o m t h e g e n e r a l b i r t h a n d d e a t h m o d e l . 
U n f o r t u n a t e l y , e x i s t e n c e o f t h i s g e n e r a l m o d e l seems t o h a v e b e e n o f t e n 
o v e r l o o k e d i n t h e l i t e r a t u r e . 
F o r m u l a t i o n s f o r M o r e C o m p l e x P r o c e s s e s 
The g e n e r a l b i r t h a n d d e a t h p r o c e s s d e s c r i b e d a b o v e i s a n e x a m p l e 
o f c o n t i n u o u s - t i m e M a r k o v p r o c e s s e s w i t h d i s c r e t e s t a t e s p a c e a n d t i m e -
h o m o g e n o u s t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s . I t s d i s t i n g u i s h i n g c h a r a c t e r i s t i c 
i s t h e c o n f i n e m e n t o f t r a n s i t i o n s t o n e a r e s t n e i g h b o r s . I n C h a p t e r s I V 
a n d V , we w i l l h a v e o c c a s i o n t o r e l a x t h i s r e s t r i c t i o n a n d c o n s i d e r 
s y s t e m s i n w h i c h t r a n s i t i o n s a r e p e r m i t t e d b e t w e e n n o n - n e i g h b o r i n g 
s t a t e s . T h e e m p h a s i s i n C h a p t e r s I V a n d V w i l l b e o n t h e f o r m u l a t i o n 
a n d ( s t e a d y - s t a t e ) s o l u t i o n o f m o d e l e q u a t i o n s . R a t h e r t h a n e n t e r i n g 
i n t o a d i s c u s s i o n o f p o s t u l a t e s a n d s o l u t i o n - e x i s t e n c e c r i t e r i a f o r e a c h 
n e w m o d e l , we w i l l t r e a t t h e s e t o p i c s o n c e h e r e . 
P o s t u l a t e s . The r e v i s e d p o s t u l a t e s a r e c o m p l e t e l y a n a l o g o u s t o 
t h o s e f o r t h e b i r t h a n d d e a t h p r o c e s s . T h e y a r e : I f a t a n y t i m e t t h e 
s y s t e m i s i n s t a t e S . , t h e p r o b a b i l i t y t h a t d u r i n g t h e s m a l l i n t e r v a l 
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( t . t + A t ) t h e t r a n s i t i o n S.+S, o c c u r s i s A . . A t + 0 ( A t ) , w h e r e A . , i s a 
r e a l c o n s t a n t . The p r o b a b i l i t y t h a t t w o o r m o r e t r a n s i t i o n s o c c u r i s 
0 ( A t ) . 
E q u a t i o n s o f S t a t e . The v a r i o u s e q u a t i o n s o f t h e s y s t e m a r e 
o b t a i n e d f r o m a d e v e l o p m e n t s i m i l a r t o t h a t f o r t h e g e n e r a l b i r t h a n d 
d e a t h m o d e l . F o r a f i n i t e s t a t e s p a c e , s a y , {S^9 n - 0 , 1 , 2 , • • • , N } — w h i c h 
i s a l l t h a t w i l l b e r e q u i r e d f o r t h e s t u d y o f r e p a i r m a n m o d e l s w i t h 
s p a r e s — t h e s e e q u a t i o n s a r e 
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Mn 
, N ; ( 1 3 ) 
0 == -
N 
k*o n k 
N 
Pn + J N W k - 0 
n = ; 0 , l , 2 , - - - , N ; ( 1 4 ) 
w i t h i n i t i a l a n d n o r m a l i z i n g c o n d i t i o n s g i v e n b y E q u a t i o n s ( 7 - 8 , 1 1 ) 
w h e n t h e s e c o n d i t i o n s a r e r e s t r i c t e d t o t h e f i n i t e r a n g e o f d e f i n i t i o n . 
A 
C o n d i t i o n s f o r A p p l i c a t i o n . F i n i t e n e s s a n d n o n - n e g a t i v i t y o f 
' T h e r e m a r k s o f t h i s s e c t i o n a p p l y e q u a l l y t o t h e g e n e r a l b i r t h 
a n d d e a t h p r o c e s s h a v i n g a f i n i t e n u m b e r o f s t a t e s s i n c e i t i s a 
s p e c i a l c a s e o f t h e p r o c e s s d e s c r i b e d h e r e . See S y s k i ( [ 2 1 2 ] , p p . 210-
2 1 2 ) f o r a t r e a t m e n t o f t h e g e n e r a l b i r t h a n d d e a t h p r o c e s s i n t h i s 
s p e c i a l i z e d f o r m . 
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t h e X . . ( i . e . , 0 < X . . < ° ° ) a r e s u f f i c i e n t c o n d i t i o n s f o r : 
i : i : ,
 r > 
( 1 ) t h e p o s t u l a t e s t o d e f i n e a u n i q u e , ' c o n s e r v a t i v e M a r k o v 
p r o c e s s , w i t h a f i n i t e M a r k o v c h a i n e m b e d d e d a t s t a t e t r a n s i t i o n e p o c h s 
a n d ( o n l y ) n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l l y d i s t r i b u t e d h o l d i n g t i m e s i n a s t a t e 
( s e e [ 5 2 ] , § 1 7 . 3 , [ 5 3 ] , p p . 8 - 9 ; [ 1 1 6 ] , p p . 2 2 6 - 2 2 7 ) ; 
( 2 ) t h e e x i s t e n c e o f ( d / d t ) P ( t ) a n d c o n t i n u o u s P ( t ) , 0 < t < ° ° 
n n 
( s e e [ 1 1 6 ] , § 7 . 8 ) ; 
( 3 ) t h e e x i s t e n c e o f a u n i q u e p o s i t i v e s o l u t i o n ( P n ( t ) } s a t i s ­
f y i n g E q u a t i o n s ( 1 3 , 7 - 8 ) ( s e e [ 1 1 6 ] , § 7 . 8 ; [ 2 1 2 ] , p p . 1 2 0 - 1 2 1 ) ; a n d 
( 4 ) t h e e x i s t e n c e o f a u n i q u e p o s i t i v e s t e a d y - s t a t e d i s t r i b u ­
t i o n { p n ) s a t i s f y i n g E q u a t i o n s ( 1 4 , 1 1 ) i n d e p e n d e n t o f t h e i n i t i a l c o n d i ­
t i o n s ( s e e [ 5 3 ] , § 1 4 . 9 ; [ 2 1 2 ] , p . 1 2 1 ) . 
S o l u t i o n o f E q u a t i o n s . M a t r i x n o t a t i o n c a n b e u s e d t o w r i t e , 
a t l e a s t f o r m a l l y , s o l u t i o n s f o r t h e P ( t ) a n d p n ( s e e [ 1 1 6 ] , § 7 . 8 ) . 
H o w e v e r , t h e s e g e n e r a l , i n d i c a t e d s o l u t i o n s a r e d i f f i c u l t t o i m p l e m e n t 
s i n c e o n e m u s t s t i l l p e r f o r m a n u m b e r o f n o n - t r i v i a l o p e r a t i o n s o n t h e 
( g e n e r a l ) Nt /z o r d e r m a t r i x o f c o e f f i c i e n t s [ X ^ ^ ] . I n c a s e s w h e r e t h e 
f o r m o f t h e X . . i s k n o w n ( e . g . , X . . = i X ) o r some X . . e q u a l z e r o , i t o f t e n 
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p r o v e s m o r e p r a c t i c a l t o o b t a i n r e c u r s i v e s o l u t i o n s d i r e c t l y f r o m t h e 
s t a t e e q u a t i o n s ( c f . t h e b i r t h a n d d e a t h e q u a t i o n s ) . T h i s s e c o n d 
a p p r o a c h i s u s e d c o n s i s t e n t l y i n t h e p r e s e n t i n v e s t i g a t i o n . 
A c t u a l l y , h e r e , a s f o r t h e g e n e r a l b i r t h a n d d e a t h p r o c e s s , 
we r e f e r t o t h e e x i s t e n c e o f a u n i q u e " m i n i m a l " p r o c e s s ( s e e [ 1 1 6 ] , 
§ 8 . 3 a n d r e f e r e n c e s c i t e d t h e r e i n ) . 
CHAPTER I I 
A SURVEY OF THE LITERATURE ON REPAIRMAN MODELS 
I n t r o d u c t i o n 
T h i s c h a p t e r w i l l p r e s e n t a r e v i e w o f t h e s i g n i f i c a n t l i t e r a t u r e 
o n r e p a i r m a n m o d e l s a s b a c k g r o u n d t o t h e s u r v e y o f t h e l i t e r a t u r e o n 
r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s w h i c h f o l l o w s i n C h a p t e r I I I . The r e l e v a n c e 
o f t h e l i t e r a t u r e o n r e p a i r m a n m o d e l s t o t h e s t u d y o f r e p a i r m a n m o d e l s 
w i t h s p a r e s i s m u l t i f o l d . F i r s t , r e p a i r m a n m o d e l s a r e t h e d i r e c t h i s ­
t o r i c a l a n d m e t h o d o l o g i c a l p r e c u r s o r s t o r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s . 
A c c o r d i n g l y , t h e l i t e r a t u r e o n r e p a i r m a n m o d e l s p r o v i d e s a r i c h s o u r c e 
o f t h e o r y , a n a l y t i c t e c h n i q u e s , a n d p r o c e d u r a l p h i l o s o p h y o f p o t e n t i a l 
u s e f u l n e s s t o a n y s t u d y i n t h e r e a l m o f r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s . 
As s u c h a s o u r c e , t h i s b o d y o f l i t e r a t u r e i s e s s e n t i a l s i n c e t h e c o m ­
p a r a t i v e l y s p a r s e v o l u m e o f m a t e r i a l o n r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s 
c a n n o t p r o v i d e s u c h a b a c k g r o u n d ( c f . , C h a p t e r I I I ) . 
S e c o n d , i t may b e o b s e r v e d t h a t r e p a i r m a n m o d e l s a r e a s p e c i a l 
c a s e o f r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s ; t h a t i s , t h e c a s e w h e r e t h e s p a r e s 
p a r a m e t e r i s z e r o . T h u s , t h e k n o w l e d g e o f s o l u t i o n s f o r r e g u l a r r e p a i r ­
man m o d e l s c a n s e r v e as a p a r t i a l c h e c k o n r e s u l t s o b t a i n e d f o r a n a l g o u s 
r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s . T h i r d , a s w i l l b e e l u c i d a t e d i n C h a p t e r 
I I I , b o t h r e g u l a r r e p a i r m a n m o d e l s a n d t h o s e w i t h s p a r e s c a n b e r e g a r d e d 
a s s p e c i a l c a s e s o f c y c l i c q u e u e i n g m o d e l s . 
F i n a l l y , a c o n t r a s t o f t h e r e l a t i v e b o u n d s o f k n o w l e d g e o n 
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r e g u l a r r e p a i r m a n m o d e l s a n d t h o s e w i t h s p a r e s g i v e s a m e a s u r e o f t h e 
c u r r e n t l e v e l o f d e v e l o p m e n t o f t h e o r y o n t h e r e p a i r m a n m o d e l s w i t h 
s p a r e s . One may a l s o d e r i v e f r o m s u c h a c o m p a r i s o n some n o t i o n o f t h e 
u n s o l v e d r e p a i r m a n p r o b l e m s w i t h s p a r e s f o r w h i c h s o l u t i o n s w i l l b e o f 
i n t e r e s t a n d v a l u e t o o t h e r r e s e a r c h e r s a n d u s e r s i n t h e f i e l d . A c c o r d ­
i n g l y , a n a t t e m p t h a s b e e n made t o a n t i c i p a t e t h e n e e d s o f f u t u r e 
r e s e a r c h e r s i n t h e f i e l d b y g i v i n g a b r o a d s c o p e t o t h i s s u r v e y o f t h e 
l i t e r a t u r e on r e p a i r m a n m o d e l s . 
A common a s s u m p t i o n i n t h e v a s t m a j o r i t y o f t h e p a p e r s r e v i e w e d 
i s t h a t s t e a d y - s t a t e c o n d i t i o n s p r e v a i l . The r e a d e r may f i n d i t h e l p f u l 
t o r e g a r d t h i s a s s u m p t i o n a s a c o n v e n t i o n ; a l l e x c e p t i o n s w i l l b e c l e a r ­
l y i d e n t i f i e d . 
P a r t i c u l a r a t t e n t i o n s h o u l d b e p a i d t o t h e d i s c u s s i o n o f t h e 
m o d e l s o f P a l m [ 1 7 3 ] a n d T a k a c s [ 2 1 9 ] , T h e s e w i l l p l a y a n i m p o r t a n t 
r o l e i n t h e l a t e r d i s c u s s i o n o f r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s p r o v i s i o n ­
i n g . 
C h a r a c t e r i s t i c s o f R e p a i r m a n M o d e l s 
" R e p a i r m a n m o d e l s " o r , e q u i v a l e n t l y , " m a c h i n e i n t e r f e r e n c e 
m o d e l s " b e l o n g t o t h a t p o r t i o n o f q u e u e i n g t h e o r y w h i c h t r e a t s t h e 
f i n i t e - s o u r c e a r r i v a l p r o c e s s . The r e l a t i o n s h i p b e t w e e n t h e g e n e r a l 
q u e u e i n g m o d e l ( o r " q u e u e " ) a n d t h e r e p a i r m a n m o d e l i s i l l u s t r a t e d i n 
F i g u r e s 2 a n d 3 . I n a l l r e p a i r m a n m o d e l s , t h e i n p u t i s g e n e r a t e d 
a c c o r d i n g t o some r u l e f r o m a f i n i t e p o o l o f p o t e n t i a l a r r i v a l s , u s u a l l y 
A f e w o f t h e m o d e l s d i s c u s s e d a r e o b t a i n e d f r o m a p p r o a c h e s o t h e r 
t h a n q u e u e i n g t h e o r y . 
I n p u t 
A " w a i t i n g l i n e
 s " o r 
" q u e u e , " c o n t a i n i n g 
( n - c ) u n i t s i f a l l 
c h a n n e l s a r e b u s y , 
a n d n o n e o t h e r w i s e . 
A " c h a n n e l s e l e c t i o n 
r u l e " w h i c h a s s i g n s 
u n i t s f r o m t h e q u e u e 
t o some e m p t y s e r v i c e 
s t a t i o n a s l o n g a s 
s u c h a r e a v a i l a b l e . 
A g e n e r a l c - c h a n n e l q u e u e i n g 
m o d e l c o n t a i n i n g n u n i t s 
O u t p u t 
F i g u r e 2 . The G e n e r a l M u l t i c h a n n e l Q u e u e i n g S y s t e m 
c 
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i d e n t i f i e d a s m a c h i n e s w h i c h , b r e a k down f r o m t i m e t o t i m e a n d r e q u i r e 
s e r v i c e b e f o r e b e i n g r e t u r n e d t o d u t y . A f t e r r e c e i v i n g s e r v i c e , a d e ­
p a r t i n g u n i t r e t u r n s t o t h e p o o l as s h o w n i n F i g u r e 3 . I n m o s t r e p a i r ­
man m o d e l s , t h e i n p u t p r o c e s s i s a s s u m e d t o b e p r o p o r t i o n a t e l y d e p e n d e n t 
u p o n t h e n u m b e r o f u n i t s c u r r e n t l y i n t h e p o o l . 
P o o l o f 
P o t e n t i a l 
A r r i v a l s 
F i g u r e 3 . The R e p a i r m a n M o d e l 
P r o p o r t i o n a l d e p e n d e n c e o c c u r s u n d e r t h e a s s u m p t i o n s t h a t ( l ) a l l 
u n i t s a r e i d e n t i c a l i n t h e i r e s s e n t i a l f a i l u r e c h a r a c t e r i s t i c s a n d ( 2 ) 
t h e t i m e t o f a i l u r e o f a n o p e r a t i n g u n i t Cone i n t h e p o o l ) d e p e n d s o n l y 
u p o n t h e e l a p s e d t i m e s i n c e i t s l a s t s e r v i c e c o m p l e t i o n a n d not u p o n t h e 
s t a t u s o f o t h e r u n i t s i n t h e s y s t e m . A c a s e t h a t h a s b e e n o f p a r t i c u l a r 
i n t e r e s t i s t h a t w h e r e t h e t i m e t o f a i l u r e o f a u n i t i s a n e g a t i v e e x p o ­
n e n t i a l v a r i a t e w i t h p a r a m e t e r A . I t f o l l o w s i n t h i s e v e n t t h a t , i f k 
u n i t s a r e o b s e r v e d t o b e o p e r a t i n g a t some t i m e , t h e w a i t i n g t i m e t o t h e 
f i r s t f a i l u r e o c c u r r e n c e (of a n y u n i t ) i s n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l l y d i s ­
t r i b u t e d w i t h p a r a m e t e r k A , i r r e s p e c t i v e o f t h e t i m e s a t w h i c h e a c h o f 
t h e k u n i t s w a s a c t u a l l y p l a c e d i n s e r v i c e . The i n p u t p r o c e s s f o r t h i s 
*The a r g u m e n t i s b a s e d o n (.1) t h e M a r k o v i a n ( " f o r g e t f u l n e s s " ) 
p r o p e r t y o f t h e n e g a t i v e e x p o n e n t i a l d i s t r i b u t i o n ( s e e C h a p t e r I ) a n d 
( 2 ) i n d e p e n d e n c e o f t h e u n i t f a i l u r e p r o c e s s e s . N o t e t h a t 
I n p u t 1 
I—> G e n e r a t i o n ? 
R u l e J 
Q u e u e i n g S y s t e m 
( a s i n F i g u r e 2 ) 
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c a s e i s not P o i s s o n s i n c e i t v i o l a t e s t h e P o i s s o n a s s u m p t i o n o f s t a t e ­
ly 'I i | 
i n d e p e n d e n c y ; h o w e v e r , a n a t u r a l , i f s o m e w h a t m i s l e a d i n g , u s a g e i n t h e 
l i t e r a t u r e h a s b e e n t o r e f e r t o i t a s " P o i s s o n i n p u t f r o m a f i n i t e 
s o u r c e . " 
The " s o l u t i o n " t o a r e p a i r m a n p r o b l e m i s u s u a l l y t h o u g h t o f a s 
b e i n g s p e c i f i c a t i o n o f t h e p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n o f t h e n u m b e r o f 
f a i l e d u n i t s . 
Mi 
O r i g i n o f t h e R e p a i r m a n M o d e l 
The p r e c i s e o r i g i n o f r e p a i r m a n m o d e l s i s d i f f i c u l t t o p l a c e 
b e c a u s e ( l ) t h e u n d e r l y i n g a n a l y t i c t e c h n i q u e s — e s p e c i a l l y q u e u e i n g 
t h e o r y — w e r e w e l l - d e v e l o p e d i n o t h e r a r e a s o f r e s e a r c h — e s p e c i a l l y 
t e l e p h o n y — b e f o r e b e i n g a p p l i e d t o r e p a i r m a n p r o b l e m s ; ( 2 ) m a n y o f 
P r { T > t } = P r { T 1 > t , T 2 > t , T 3 > t , - » - , T k > t } 
- i r - - X I : - k X t 
= | | e = e 
j = l 
w h e r e T d e n o t e s t h e w a i t i n g - t i m e v a r i a t e , t h e T j a r e t h e u n i t f a i l u r e -
t i m e v a r i a t e s
 9 a n d t h e f o r m o f t h e c o m p l e m e n t a r y - c u m u l a t i v e n e g a t i v e -
e x p o n e n t i a l d i s t r i b u t i o n i s t a k e n f r o m E q u a t i o n ( 3 ) . 
ft* 
Many o f t h e r e f e r e n c e s c i t e d i n t h i s s e c t i o n a r e n o t r e a d i l y 
a c c e s s i b l e . An e f f o r t h a s b e e n made t o i n d i c a t e , p a r e n t h e t i c a l l y o r 
v i a f o o t n o t e , t h e e x i s t e n c e o f m o r e a c c e s s i b l e s e c o n d a r y m a t e r i a l 
w h i c h r e l a t e s t h e s u b s t a n c e o f t h e s e e a r l y p a p e r s . 
*** 
The i d e a s u n d e r l y i n g m a c h i n e i n t e r f e r e n c e t h e o r y a r e m a t h e ­
m a t i c a l l y a n a l o g o u s t o t h o s e a s s o c i a t e d w i t h t e l e p h o n y f o r t h e c a s e 
w h e r e a c a l l i s l o s t i f a l l l i n e s a r e b u s y . T h i s a n a l o g y i s d i s c u s s e d 
b y J a c k s o n a n d A d e l s o n ( [ 1 0 0 ] , p p . 1 9 - 2 0 ) , C o h e n ( [ 3 1 ] , p p . 1 3 8 - 1 3 9 , 1 4 2 -
1 4 3 ) , a n d t o a l i m i t e d e x t e n t b y S a a t y ( [ 1 9 6 ] , §§ 1 4 . 2 , 1 4 . 6 , 1 4 . 7 ) . The 
a n a l o g y h a s r e c e i v e d c o n s i d e r a b l e a t t e n t i o n i n Taka*cs w o r k ( [ 2 1 4 - 2 2 8 ] , 
passim). C o h e n [ 3 1 ] g i v e s a p a r t i c u l a r l y i l l u m i n a t i n g e x a m p l e c o m p a r i n g 
t h e l a n d m a r k p a p e r s o f E r l a n d [ 4 9 , 5 0 ] , o n q u e u e i n g t h e o r y a p p l i e d t o 
t e l e p h o n y , a n d o f P a l m [ 1 7 3 ] , o n q u e u e i n g t h e o r y a p p l i e d t o m a c h i n e 
k 
= T T P r { T . > t } 
j = l 3 
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t h e e a r l y p a p e r s a p p e a r e d i n o b s c u r e s o u r c e s a n d w,ere n o t b r o u g h t t o t h e 
a t t e n t i o n o f l a t e r r e s e a r c h e r s who ( i n d e p e n d e n t l y ) d u p l i c a t e d t h i s e a r ­
l i e r w o r k ; a n d ( 3 ) t h e r e w e r e many e a r l y p a p e r s w h i c h ( i n a d e q u a t e l y ) 
A *» 
t r e a t e d t h e p r o b l e m i n a s e m i - c o n j e c t u r a l a n d u n s o p h i s t i c a t e d m a n n e r . 
C r e d i t f o r t h e f i r s t s i g n i f i c a n t m a t h e m a t i c a l f o r m u l a t i o n ( b u t 
n o t a s o l u t i o n ) o f a r e p a i r m a n p r o b l e m s h o u l d b e a s s i g n e d t o A . K . 
A A 
E r l a n g [ 4 9 , 5 0 ] , 1909 a n d 1 9 1 7 . " " I n h i s 1 9 0 9 p a p e r [ 4 9 ] o n t e l e p h o n e 
t r a f f i c w i t h a s i n g l e s e r v e r , E r l a n g i n i t i a l l y c o n s i d e r e d t h e m a t h e ­
m a t i c a l i m p l i c a t i o n s o f a n a m e n d e d " P o i s s o n i n p u t " g e n e r a t e d b y a f i n i t e 
n u m b e r o f s u b s c r i b e r s . H o w e v e r , i n d e v e l o p i n g h i s m o d e l , E r l a n g f o u n d 
i t e x p e d i e n t t o d r o p c o n s i d e r a t i o n o f t h e n u m b e r o f o c c u p i e d i n d e p e n d e n t 
c a l l e r s s o t h a t h i s f i n a l s o l u t i o n i n f a c t r e f l e c t e d t h e c a s e o f a n i n ­
f i n i t e n u m b e r o f s u b s c r i b e r s a n d t r u e P o i s s o n i n p u t . H i s 1 9 1 7 p a p e r 
[ 5 0 ] e x t e n d e d t h e a n a l y s i s t o t h e c a s e o f s e v e r a l s e r v e r s . He a s s u m e d 
e i t h e r n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l o r c o n s t a n t h o l d i n g t i m e s ( [ 1 9 6 ] , p p . 2 0 -
i n t e r f e r e n c e . H o w e v e r , C o h e n ' s s t a t e m e n t " t h a t b o t h p r o b l e m s a r e 
m a t h e m a t i c a l l y i d e n t i c a l " i s m i s l e a d i n g a n d s h o u l d b e i n t e r p r e t e d i n 
t h e l i g h t o f r e m a r k s i n § ( g ) o f h i s a r t i c l e . R i o r d a n ' s d i s c u s s i o n s 
( [ 1 8 9 ] , passim) o f d e l a y a n d l o s s s y s t e m s may a l s o p r o v e o f i n t e r e s t . 
A 
T h i s i s n o t t o s a y t h a t s u c h e f f o r t s w e r e t r i v i a l o r i n s i g n i f i ­
c a n t a t t h e t i m e o f p u b l i c a t i o n . T h e y w e r e r e p r e s e n t a t i v e o f t h e t h e n 
e x i s t i n g s t a t e o f t h e a r t a n d p r o b a b l y d i d m u c h t o s t i m u l a t e l a t e r , 
m o r e a d e q u a t e t r e a t m e n t o f r e p a i r m a n p r o b l e m s . 
** 
T h e s e t w o w o r k s a r e c o n s i d e r e d b y many t o b e t h e f o u n d i n g 
p a p e r s o f q u e u e i n g t h e o r y ( e . g . , [ 5 2 ] , p . 4 1 2 ; [ 1 9 6 ] , p . 2 1 ; [ 4 0 ] , p . 
1 6 0 ; [ 3 1 ] , p . 1 3 8 ) . B r o c k m e y e r , H a l s t r ^ m a n d J e n s e n [ 1 8 ] h a v e p u b l i s h e d 
E n g l i s h t r a n s l a t i o n s o f m o s t o f E r l a n g ' s p a p e r s i n a m e m o i r w h i c h a l s o 
c o n t a i n s J e n s e n ' s r e v i e w ( p p . 2 3 - 1 0 0 , " A n E l u c i d a t i o n o f E r l a n g ' s S t a ­
t i s t i c a l W o r k s t h r o u g h t h e T h e o r y o f S t o c h a s t i c P r o c e s s e s " ) o f E r l a n g ' s 
w o r k f r o m a m o d e r n v i e w p o i n t . 
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ft 
2 1 ) . E r l a n g ' s p a p e r s a r e e s p e c i a l l y n o t e w o r t h y s i n c e e s s e n t i a l l y t h e 
same a p p r o a c h w a s u s e d b y P a l m [ 1 7 3 ] some 30 y e a r s l a t e r t o s o l v e ( a s a 
m a c h i n e i n t e r f e r e n c e p r o b l e m ) f o r t h e c a s e o f a f i n i t e n u m b e r o f s u b ­
s c r i b e r s . 
The f i r s t m a t h e m a t i c a l d i s c u s s i o n o f m a c h i n e i n t e r f e r e n c e , per 
A A 
<» «» 
sej i s u s u a l l y a t t r i b u t e d t o K h i n c h i n [ 1 3 3 ] , 1 9 3 3 , K h i n c h i n f o r m u ­
l a t e d , b u t d i d n o t s o l v e e x p l i c i t l y , a m a c h i n e i n t e r f e r e n c e p r o b l e m i n ­
v o l v i n g a f i n i t e p o p u l a t i o n , n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l l y d i s t r i b u t e d m a c h i n e 
f a i l u r e t i m e s , a r b i t r a r i l y ( g e n e r a l i n d e p e n d e n t ) d i s t r i b u t e d s e r v i c e 
t i m e s , a n d a s i n g l e r e p a i r m a n ( [ 1 3 ] , p . 6 6 ; [ 1 6 4 ] , p . 1 0 6 ; [ 1 9 6 ] , p . 3 2 3 ) . 
K r o n i g [ 1 ^ 2 ] a n d K r o n i g a n d M o n d r i a [ 1 4 3 ] , 1 9 4 3 , i n d e p e n d e n t l y s t u d i e d 
t h e same p r o b l e m a n d o b t a i n e d a n e x p l i c i t e x p r e s s i o n f o r t h e e x p e c t e d 
ftftft 
w a i t i n g t i m e b e f o r e s e r v i c e o f a f a i l e d m a c h i n e . M o r e e x t e n s i v e r e ­
s u l t s w e r e o b t a i n e d f o r t h i s p r o b l e m b y P a l m 1 1 7 3 ] a n d A s h c r o f t £ 3 ] d u r ­
i n g t h e p e r i o d 1 9 4 7 - 1 9 5 0 . The c a s e o f c o n s t a n t s e r v i c e t i m e s w a s i n v e s ­
t i g a t e d b y W e s t g a r t h [ 2 4 7 ] , A s h c r o f t [ 3 ] , a n d B e n s o n a n d C o x [ 1 3 ] d u r i n g 
t h e p e r i o d 1 9 4 8 - 1 9 5 1 . 
E r l a n g ' s l o s s f o r m u l a i s v a l i d f o r a r b i t r a r y s e r v i c e t i m e d i s ^ 
t r i b u t i o n s ; h i s d e l a y f o r m u l a i s v a l i d o n l y f o r n e g a t i v e e x p o n e n t i a l 
s e r v i c e t i m e s . 
A A 
An a l t e r n a t i v e , o f t e n - e n c o u n t e r m e d t r a n s l i t e r a t i o n ( f r o m R u s s i a n ) 
o f t h e a u t h o r ' s name i s " K h i n t c h i n e . " 
ftftft _ _ 
A c c o r d i n g t o Taka*cs [ 2 1 9 ] , t h e p a p e r s o f K h i n c h i n £ 1 3 3 ] , 
K r o n i g [ 1 4 2 ] , a n d K r o n i g a n d M o n d r i a [ 1 4 3 ] a l l make u s e o f a n e r r o n e o u s 
a s s u m p t i o n w h i c h l e a d s t o a n i m p r o p e r g e n e r a l i z a t i o n o f c e r t a i n r e ­
s u l t s . As a c o n s e q u e n c e , t h e g i v e n e x p r e s s i o n s f o r a f a i l e d m a c h i n e ' s 
w a i t i n g t i m e f o r s e r v i c e a r e n o t g e n e r a l l y v a l i d , b u t a p p l y o n l y i n t h e 
c a s e o f n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l l y d i s t r i b u t e d s e r v i c e t i m e s . 
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P r i o r t o a n d c o n c u r r e n t w i t h t h i s e a r l y t h e o r e t i c a l w o r k , a n u m ­
b e r o f r e s e a r c h e r s — B e r n s t e i n [ 1 6 ] , D u v a l l [ 2 5 0 ] , F i e l d [ 5 5 ] , F r a n t z 
[ 5 9 ] , G a u t z s c h [ 6 5 ] , G r o s s [ 7 3 ] , J o n e s [ 1 0 9 - 1 1 1 ] , R o d h e [ 1 9 0 ] , S t o u t 
[ 2 0 8 ] , W a l z [ 2 4 5 ] , W e i r [ 2 4 6 ] , W r i g h t [ 2 5 0 ] , a n d o t h e r s — a d v a n c e d 
a p p r o x i m a t e s o l u t i o n s o r e m p i r i c a l f o r m u l a e f o r p r o b l e m s o f m a c h i n e 
ft 
i n t e r f e r e n c e . The p a p e r b y W r i g h t [ 2 5 0 ] i s p r o b a b l y b e s t k n o w n . I t 
was e s s e n t i a l l y a m o d i f i c a t i o n o f a s o l u t i o n b y F r y [ 6 0 ] f o r a s i m i l a r 
p r o b l e m i n t h e a v a i l a b i l i t y o f t e l e p h o n e l i n e s . I t a s s u m e d t h a t f a i l ­
u r e s w e r e d i s t r i b u t e d a t r a n d o m i n t i m e , i n d e p e n d e n t o f t h e n u m b e r o f 
vftft 
m a c h i n e s o p e r a t i n g ( P o i s s o n i n p u t ) , a n d t h a t e a c h f a i l u r e r e q u i r e d t h e 
same s e r v i c i n g t i m e ( c o n s t a n t s e r v i c e t i m e d i s t r i b u t i o n ) . The r e s u l t i n g 
f o r m u l a f o r ( a p p r o x i m a t i n g ) i n t e r f e r e n c e w a s f o u n d t o b e e m p i r i c a l l y 
v a l i d f o r c a s e s w h e r e a n o p e r a t o r h a d c h a r g e o f s i x o r m o r e m a c h i n e s . 
A s o m e w h a t s i n g u l a r a p p r o a c h i n t h e e a r l y w o r k o n m a c h i n e i n t e r ­
f e r e n c e w a s t a k e n b y W. D. J o n e s [ 1 1 0 , 1 1 1 ] , 1 9 4 9 . He d e v e l o p e d a 
m a c h i n e - i n t e r f e r e n c e c o m p u t e r w h i c h p e r m i t t e d s i m u l a t i o n o f t w o t o t e n 
m a c h i n e s t e n d e d i n r o t a t i o n b y o n e o p e r a t o r . The c o m p u t e r c o n t a i n e d a 
t i m i n g a n d r e v o l u t i o n c o u n t i n g d e v i c e w h i c h p r o v i d e d t h e b a s i c d a t a 
S u r p r i s i n g l y , i n v i e w o f ( 1 ) t h e many e x c e l l e n t , w e l l - f o u n d e d 
m o d e l s , c h a r t s , a n d t a b l e s w h i c h h a v e b e e n d e v e l o p e d i n f o r m a l m a c h i n e 
i n t e r f e r e n c e t h e o r y a n d ( 2 ) t h e n o w w i d e s p r e a d a v a i l a b i l i t y o f d e s k 
c a l c u l a t o r s a n d d i g i t a l c o m p u t e r s ; n u m e r o u s " a p p r o x i m a t i o n " f o r m u l a e 
c o n t i n u e t o b e p u b l i s h e d e a c h y e a r , p r i n c i p a l l y i n t h e v a r i o u s t r a d e 
j o u r n a l s o f t h e a u t o m a t e d p r o d u c t i o n i n d u s t r i e s . H e r e r e f e r e n c e i s 
m a d e , not t o t h e n a t u r a l p r e c u r s o r s o f f o r m a l t h e o r y s u c h a s t h e p a p e r s 
c i t e d a b o v e a n d e l s e w h e r e i n t h i s c h a p t e r , b u t t o t h e s e e m i n g l y p o i n t ­
l e s s p r o l i f e r a t i o n o f a p p r o x i m a t e s o l u t i o n s t o a l r e a d y " w e l l - s o l v e d " 
p r o b l e m s . 
ftft 
An e q u i v a l e n t a s s u m p t i o n i s t h a t t h e f a i l u r e r a t e o f a p a r t i c u ­
l a r o p e r a t i n g m a c h i n e i s i n v e r s e l y p r o p o r t i o n a l t o t h e n u m b e r o f 
m a c h i n e s o p e r a t i n g ! 
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n e c e s s a r y f o r c o m p u t a t i o n o f t h e s e r v i c i n g , r u n n i n g , a n d i n t e r f e r e n c e 
t i m e s o f t h e m a c h i n e s f o r e a c h t e s t . 
D e v o t e d R e p a i r m e n , t h e E r a F o l l o w i n g P a l m 
C h a r a c t e r i s t i c s o f D e V o t e d R e p a i r m a n M o d e l s 
P r o b l e m s i n v o l v i n g d e v o t e d r e p a i r m e n f o r m t h e m a i n s t r e a m o f 
m a c h i n e i n t e r f e r e n c e l i t e r a t u r e . E a r l y w o r k i n t h i s a r e a w a s d e s c r i b e d 
i n t h e p r e c e d i n g s e c t i o n . The p r e s e n t s e c t i o n w i l l d i s c u s s w o r k w h i c h , 
f o r t h e m o s t p a r t , p r o c e e d s f r o m t h e a n a l y t i c m e t h o d s d e v e l o p e d b y 
P a l m [ 1 7 3 ] . 
The t e r m " d e v o t e d r e p a i r m a n " i s u s e d h e r e t o d e n o t e a r e p a i r m a n 
who h a s n o d u t i e s b e y o n d t h e a t t e n d a n c e o f h i s a s s i g n e d m a c h i n e s a n d 
who r e s p o n d s i m m e d i a t e l y w h e n e v e r a m a c h i n e f a i l s , u n l e s s p r e o c c u p i e d 
w i t h a p r e v i o u s l y f a i l e d m a c h i n e . I t s h o u l d b e n o t e d t h a t t h i s d e f i n i ­
t i o n i n c l u d e s t h e c a s e o f d e v o t e d , r e a l - w o r l d r e p a i r m e n who i n f a c t h a v e 
a n c i l l a r y ( n o n - r e p a i r o r i e n t e d ) d u t i e s , b u t w h e r e t h e s e d u t i e s a r e p e r ­
f o r m e d o n l y d u r i n g i d l e p e r i o d s w h e n a l l m a c h i n e s a r e o p e r a t i v e a n d / o r 
t h e s e d u t i e s a r e c l o s e l y a s s o c i a t e d w i t h t h e a c t u a l r e p a i r f u n c t i o n . 
I n t h e m a t h e m a t i c a l s e n s e , i t w i l l b e s a i d t h a t a r e p a i r m a n i s " d e v o t e d " 
w h e n h i s d u t i e s may b e c o m p l e t e l y a l l o c a t e d a m o n g t h e v a r i o u s m a c h i n e s ; 
t h a t i s , w h e n a s i n g l e p a r a m e t e r - - t h e s e r v i c e t i m e f o r a m a c h i n e — c a n b e 
u s e d t o d e s c r i b e t h e r e p a i r m a n ' s n o n - i d l e p e r i o d a c t i v i t i e s . 
P a l m ' s M o d e l 
The m e t h o d o l o g i c a l b a s i s u n d e r l y i n g m u c h o f m o d e m m a c h i n e i n t e r -
f e r e n c e t h e o r y w a s p r o v i d e d b y P a l m [ 1 7 3 ] i n h i s t h r e e 1 9 4 7 p a p e r s . 
A c t u a l l y , P a l m ' s p a p e r s ( w r i t t e n i n S w e d i s h ) d i d n o t r e c e i v e 
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The a s s u m p t i o n s o f P a l m ' s m o d e l w e r e : 
1 . T h e r e a r e c r e p a i r m e n w h o a r e s i m i l a r a s t o s e r v i c e s k i l l a n d 
a p t i t u d e ; t h e r e a r e N ( N > c ) m a c h i n e s w h i c h a r e s i m i l a r a s t o a v e r a g e 
b r e a k d o w n i n c i d e n c e i n u n i t w o r k i n g t i m e a n d a s t o s k i l l r e q u i r e d i n 
s e r v i c i n g t h e m . 
2 . U n i n t e r r u p t e d w o r k i n g t i m e f o r a m a c h i n e and s e r v i c e t i m e o n 
a m a c h i n e a r e b o t h n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l l y d i s t r i b u t e d r a n d o m v a r i a b l e s 
w i t h p a r a m e t e r s A a n d y , r e s p e c t i v e l y . 
3 . A l l r a n d o m v a r i a b l e s a r e i n d e p e n d e n t l y d i s t r i b u t e d . 
4 . The s y s t e m i s i n a s t a t e o f s t a t i s t i c a l e q u i l i b r i u m . 
L e t 5 d e n o t e t h e s t a t e o f t h e s y s t e m ; A , t h e ( c o m b i n e d ) r a t e 
n J ' n ' 
a t w h i c h m a c h i n e s a r e f a i l i n g ; a n d y ^ , t h e ( c o m b i n e d ) r a t e a t w h i c h 
m a c h i n e s a r e b e i n g r e s t o r e d t o s e r v i c e w h e n t h e r e a r e n ( n = 0 , l , 2 , * • • , N ) 
n o n o p e r a t i v e m a c h i n e s i n t h e s y s t e m . L e t p n d e n o t e t h e s t a t i o n a r y 
p r o b a b i l i t y t h a t t h e s y s t e m i s i n s t a t e 5^. 
T h e n , t h e s t e a d y - s t a t e e q u a t i o n s d e r i v e d b y P a l m c a n b e s t a t e d 
a s 
N A p Q = u p 1 ; c y p N = 
[ C N - n ) A + n y ] p n = ( N - n + l ) A p 3 + ( n + l ) y p n + 1 , n = l , 2 , 3 , • • • , c - l ; 
C ( N - n ) A + c y ] p n = ( N - n + l ) A p n _ ] + c y p . n + 1 , n = c , c + l , c + 2 , • • • , N - 1 . 
> ( 1 5 ) 
w i d e s p r e a d a t t e n t i o n u n t i l 1950 w h e n a d e t a i l e d summary ( i n E n g l i s h ) 
a p p e a r e d i n F e l l e r ' s p o p u l a r b o o k ( [ 5 2 ] , p p . 3 7 9 - 3 8 3 , F i r s t E d i t i o n ; 
p p . 4 1 6 - 4 2 1 , S e c o n d E d i t i o n ; p p . 4 6 2 - 4 6 6 , T h i r d E d i t i o n ) . A n E n g l i s h 
t r a n s l a t i o n [ 1 7 4 3 w a s p u b l i s h e d i n 1 9 5 8 ; h o w e v e r , i t s e e m s t o h a v e 
e s c a p e d g e n e r a l a t t e n t i o n . 
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I t c a n b e s e e n t h a t t h e s e e q u a t i o n s a r e e q u i v a l e n t t o t h o s e o f t h e g e n ­
e r a l b i r t h - a n d - d e a t h m o d e l ( 9 ) f o r t h e c a s e 
A = ( N - n ) A , y = n y , n = 0 , 1 , 2 , • • • , c ; 
n ' n ' ' ' ' ' 
X = ( N - n ) A , y =; c y , n = c , c + l , c + 2 , • • • , N : 
n n 
( 1 6 ) 
a n d A = y = 0 f o r a l l n > N , I n d e e d , s u b s t i t u t i o n o f E q u a t i o n s ( 1 6 ) 
n n ^ 
i n t o E q u a t i o n s ( 6 , 1 0 - 1 1 ) w i l l y i e l d t h e d y n a m i c e q u a t i o n s o f s t a t e a n d 
* 
t h e s t a t i o n a r y s o l u t i o n t o P a l m ' s p r o b l e m . 
P a l m s o l v e d E q u a t i o n s ( 1 5 ) r e c u r s i v e l y t o o b t a i n 
P / P r n r o 
P / P r n r o 
[NA^ n ( 
\ 
NA' 
UJ v. nl n , n - c c j c 
n ~ 0 , l , 2 , - - - , c ; 
n = c , c + l , c + 2 , • * * , N ; 
( 1 7 ) 
w h e r e t h e v a l u e o f p ^ w a s t o b e d e t e r m i n e d f r o m t h e r e q u i r e m e n t t h a t 
N 
I 
n = 0 
p = 1 . 
r n 
( 1 8 ) 
The p r e s e n t d i s c u s s i o n o f P a l m ' s w o r k [ 1 7 3 ] f o l l o w s t h e s u m m a r y 
g i v e n b y F e l l e r ( s e e p r e c e d i n g f o o t n o t e ) . F e l l e r f o u n d i t c o n v e n i e n t 
t o make u s e o f g e n e r a l r e s u l t s o b t a i n e d e a r l i e r i n h i s b o o k r a t h e r t h a n 
c o m p l e t e l y r e t r a c i n g P a l m ' s s o m e w h a t l e n g t h y d e v e l o p m e n t f r o m b a s i c 
p r o b a b i l i t y c o n c e p t s ( c f . [ 1 7 4 ] ) . N a o r [ 1 6 1 ] s t a t e s t h a t " F e l l e r 
( 1 9 5 0 ) , f o l l o w i n g P a l m ' s a n a l y s i s , s h o w e d t h e p r o b l e m o f m a c h i n e i n t e r ­
f e r e n c e t o b e a s p e c i a l c a s e o f s t e a d y s t a t e ' b i r t h a n d d e a t h p r o c e s ­
s e s . ' " T h u s , t h e t i m e - d e p e n d e n t e q u a t i o n s c i t e d h e r e s h o u l d p r o p e r l y 
b e a t t r i b u t e d t o F e l l e r . H o w e v e r , t h e s t e a d y - s t a t e e q u a t i o n s a n d s o l u ­
t i o n a r e t h o s e w h i c h w e r e o r i g i n a l l y o b t a i n e d ( i n a d i f f e r e n t n o t a t i o n ) 
b y P a l m . ( S e e [ 1 7 4 ] , p p . 3 2 - 3 3 . ) 
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P a l m a l s o g a v e t a b l e s a n d g r a p h s o f p r o d u c t i v i t y l o s s c o e f f i ­
c i e n t s f o r m a c h i n e s a n d f o r r e p a i r m e n . H o w e v e r , t h e s e w e r e n o t b a s e d o n 
e x p l i c i t g e n e r a l f o r m u l a e a n d h a d t o b e c o m p u t e d i n d i v i d u a l l y ( r e c u r ­
s i v e l y o r a s t h e sum o f a f i n i t e s e r i e s w i t h t e r m s i n v o l v i n g t h e p ^ ) 
f o r e a c h s e t o f A , y , N , a n d c v a l u e s c o n s i d e r e d . 
The s i g n i f i c a n t a s p e c t o f P a l m ' s s o l u t i o n w a s t h e f i n d i n g o f a 
p r o b a b i l i t y distribution f o r t h e s t a t e o f t h e s y s t e m a s a n i n t e r m e d i a t e 
s t e p i n t h e c a l c u l a t i o n o f v a r i o u s q u a n t i t i e s o f i n t e r e s t . E a r l i e r e f ­
f o r t s ( s e e p r e c e d i n g s e c t i o n ) h a d b e e n d e v o t e d t o w a r d m o r e d i r e c t 
d e r i v a t i o n o f e x p e c t e d v a l u e f o r m u l a e f o r q u a n t i t i e s o f i n t e r e s t . 
H o w e v e r , P a l m ' s r e s u l t i n e f f e c t p r o v i d e d m o r e ( d e d u c e d ) i n f o r m a t i o n 
a b o u t t h e s t o c h a s t i c n a t u r e o f t h e s y s t e m a n d i t i s n o t s u r p r i s i n g t h a t 
i t s e r v e d a s a p o i n t o f d e p a r t u r e f o r m a n y l a t e r i n v e s t i g a t i o n s . 
O t h e r E a r l y I n v e s t i g a t i o n s 
A n o t h e r t h e o r e t i c a l s o l u t i o n w a s i n d e p e n d e n t l y a d v a n c e d b y A s h ­
c r o f t [ 3 ] i n 1 9 5 0 . H i s m o d e l i n v o l v e d a s i n g l e o p e r a t o r a n d a g e n e r a l 
d i s t r i b u t i o n o f s e r v i c i n g t i m e s , b u t o t h e r w i s e h i s a s s u m p t i o n s w e r e t h e 
same a s t h o s e l i s t e d a b o v e f o r P a l m E 1 7 3 3 . A s h c r o f t d e r i v e d f o r m u l a e 
f o r t h e a v e r a g e n u m b e r o f m a c h i n e s a w a i t i n g r e p a i r a n d f o r t h e o p e r a t o r 
u t i l i z a t i o n . He a l s o s u g g e s t e d a n e c o n o m i c c r i t e r i o n f o r s e l e c t i o n o f 
t h e o p t i m u m n u m b e r o f m a c h i n e s t o a s s i g n t o a n o p e r a t o r . T h e a p p l i c a ­
t i o n o f t h e s e f o r m u l a e t o t h e s p e c i a l c a s e s o f c o n s t a n t r e p a i r t i m e s a n d 
n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l l y d i s t r i b u t e d r e p a i r t i m e s w a s s h o w n a n d t a b l e s o f 
t h e a v e r a g e n u m b e r o f r u n n i n g m a c h i n e s w e r e p r e s e n t e d f o r t h e c o n s t a n t 
r e p a i r t i m e c a s e . S i m i l a r t a b l e s f o r t h e n e g a t i v e e x p o n e n t i a l r e p a i r 
t i m e c a s e w e r e p u b l i s h e d b y B e n s o n a n d C o x E l 3 ] i n 1 9 5 1 . 
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B e n s o n a n d Cox [ 1 3 ] g a v e s o l u t i o n s t o a number o f i n t e r e s t i n g 
p r o b l e m s i n v o l v i n g n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l l y d i s t r i b u t e d machine i n t e r -
f a i l u r e t i m e s a n d r e p a i r t i m e s . The f i r s t e s s e n t i a l l y d u p l i c a t e d P a l m ' s 
s o l u t i o n [ 1 7 3 ] f o r a s i n g l e o p e r a t i v e , b u t s h o w e d t h a t t h e p n and t h e 
m a c h i n e a v a i l a b i l i t y c o u l d b e e x p r e s s e d i n v e r y s imple fo rms . The 
t h e s i s o f t h e p a p e r was t h a t t h e same g e n e r a l method c o u l d be used t o 
s o l v e m o r e c o m p l i c a t e d p r o b l e m s . The a p p l i c a t i o n t o the case o f con­
s t a n t r e p a i r t i m e s w a s d e s c r i b e d , b u t i t w a s no ted t h a t , due t o i t s 
c o m p l e x i t y , i t h a d l i t t l e a d v a n t a g e o v e r t h e s o l u t i o n s o f Kh inch in 
[ 1 3 3 ] , W e s t g a r t h £ 2 4 7 ] , o r A s h c r o f t £ 3 ] e x c e p t t h a t i t l e d t o t h e d i s ­
t r i b u t i o n o f t h e n u m b e r o f s t o p p e d m a c h i n e s . 
F o r m u l a e f o r t h e m a c h i n e a v a i l a b i l i t y , o p e r a t i v e e f f i c i e n c y , and 
t h e d i s t r i b u t i o n o f s t o p p e d m a c h i n e s w e r e d e r i v e d and c o m p a r a t i v e 
n u m e r i c a l e x a m p l e s w e r e g i v e n f o r t h e f o l l o w i n g a d d i t i o n a l cases: 
1 . One o p e r a t i v e and. N m a c h i n e s w h e r e t h e m a c h i n e s are s u b j e c t 
t o t w o t y p e s o f r a n d o m l y o c c u r r i n g s t o p p a g e s , e a c h o f which has a nega­
t i v e e x p o n e n t i a l d i s t r i b u t i o n o f c l e a r i n g t i m e s ( p a r t i a l s o l u t i o n o n l y ) . 
2 . c o p e r a t i v e s a n d N m a c h i n e s w h e r e t h e m a c h i n e s are s u b j e c t t o 
c t y p e s o f r a n d o m l y o c c u r r i n g s t o p p a g e s , e a c h o f w h i c h h a s a n e g a t i v e 
e x p o n e n t i a l d i s t r i b u t i o n o f c l e a r i n g t i m e s a n d w h e r e each o p e r a t i v e i s 
a s p e c i a l i s t w h o c a n t r e a t o n l y o n e t y p e o f s t o p p a g e . 
3 . P a l m ' s p r o b l e m E l 7 3 ] w i t h c o p e r a t i v e s . 
The l a s t p a r t o f B e n s o n a n d C o x ' s p a p e r [ 1 3 ] d iscussed a d a p t a t i o n 
o f t h e r e s u l t s t o c a s e s i n v o l v i n g o p e r a t i v e s w i t h a n c i l l a r y d u t i e s . I n 
a n a d d e d n o t e , B e n s o n £ 1 1 ] m o r e f o r m a l l y d e v e l o p e d the concept . (This 
m a t e r i a l w i l l b e r e v i e w e d i n a n o t h e r s e c t i o n . ) I n s t i l l another n o t e , 
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C o x [ 3 3 ] g a v e a t a b l e f o r p r e d i c t i n g t h e p r o d u c t i v i t y o f a l a r g e n u m b e r 
o f m a c h i n e s u n d e r t h e c a r e o f o n e o p e r a t i v e . T a b l e v a l u e s w e r e g e n -
e r a t e d f r o m a r e c u r r e n c e r e l a t i o n r e p o r t e d i n t h e p r e v i o u s p a p e r [ 1 3 ] , 
B e n s o n [ 1 2 ] a n d Cox [ 3 8 ] h a v e d i s c u s s e d p a r t o f t h e i r w o r k i n l a t e r 
p a p e r s . P o r t i o n s o f t h i s w o r k w e r e a l s o r e v i e w e d i n C o x ' s e x p o s i t o r y 
p a p e r [ 3 5 ] o n t h e s t a t i s t i c a l a n a l y s i s o f p r o b l e m s o f c o n g e s t i o n . 
T a k a c s [ 2 1 4 ] , 1 9 5 1 , d e v e l o p e d a m o d e l i n v o l v i n g a s i n g l e r e p a i r ­
m a n , n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l s e r v i c e t i m e d i s t r i b u t i o n , a n d a r b i t r a r y 
( g e n e r a l i n d e p e n d e n t ) f a i l u r e t i m e d i s t r i b u t i o n . A l s o i n 1 9 5 1 , M u l l e r 
E l 6 0 ] p r e s e n t e d h i s d o c t o r a l t h e s i s w h i c h d e a l t w i t h t h e w a i t i n g t i m e 
p r o b l e m a s s o c i a t e d w i t h a t t e n d a n c e o f a g r o u p o f m a c h i n e s . I n 1 9 5 2 , 
O ' C o n n o r [ 1 6 9 ] g a v e a n e x a m p l e - l a d e n d i s c o u r s e w h i c h r e v i e w e d m u c h o f 
t h e e a r l i e r f a c t o r y - o r i e n t e d i n v e s t i g a t i o n s a n d d e s c r i b e d t h e u s e o f 
m a c h i n e i n t e r f e r e n c e t h e o r y i n w o r k m e a s u r e m e n t c a l c u l a t i o n s . Some o f 
t h e m o r e i n t e r e s t i n g p o r t i o n s o f O ' C o n n o r ' s p a p e r w e r e c o n t r i b u t e d b y 
H . A s h c r o f t ( s e e [ 3 ] ) . 
I n 195 3 , B e n s o n , M i l l e r , a n d T o w n s e n d [ 1 5 ] p u b l i s h e d a p a p e r o n 
C o x h a s t r e a t e d t h e s t a t i s t i c a l a n a l y s i s o f c o n g e s t i o n m u c h 
m o r e e x t e n s i v e l y i n t w o o t h e r p a p e r s [ 3 4 , 3 9 ] . T h e 1 9 5 5 p a p e r E 3 4 ] , 
w h i c h was p a r t l y m o t i v a t e d b y T i p p e t t ' s w o r k [ 2 3 7 ] , d o e s i n f a c t g i v e a 
d e t a i l e d p r e s e n t a t i o n o f s t a t i s t i c a l m e t h o d s f o r t h e s t u d y o f m a c h i n e 
i n t e r f e r e n c e p h e n o m e n a . The 1 9 6 4 p a p e r [ 3 9 ] i s m o r e g e n e r a l l y o r i e n t e d . 
Q u a l i t a t i v e d i s c u s s i o n s o f s t a t i s t i c a l a p p r o a c h e s t o m a c h i n e i n t e r ­
f e r e n c e p r o b l e m s h a v e b e e n p r o v i d e d b y T i p p e t t [ 2 3 8 , 2 3 9 ] , 
AA 
M o r e o f T a k a c s ' w o r k i s d e s c r i b e d i n a l a t e r s e c t i o n o f t h i s 
c h a p t e r . I t w o u l d s e e m t h a t t h e f r e s h i d e a s i n T a k a c s ' p a p e r £ 2 1 4 ] 
w o u l d h a v e p r o v o k e d t h e B r i t i s h - A m e r i c a n m a i n s t r e a m o f i n v e s t i g a t o r s t o 
s t u d y r e p a i r m a n p r o b l e m s w i t h m o r e g e n e r a l i n p u t d i s t r i b u t i o n s . H o w ­
e v e r , t h e p a p e r , i n H u n g a r i a n , a p p a r e n t l y e s c a p e d n o t i c e . T a k a c s p a p e r 
[ 2 1 4 ] was n o t c i t e d i n a m a j o r b i b l i o g r a p h y u n t i l 1 9 5 7 £ 4 5 ] , a n d h i s 
m e t h o d s d i d n o t a t t r a c t w i d e s p r e a d i n t e r e s t u n t i l a f t e r 1 9 5 7 w h e n 
T a k c i c s h i m s e l f b e g a n p u b l i s h i n g r e p a i r m a n p a p e r s i n E n g l i s h . 
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a p p l i c a t i o n s o f m a c h i n e i n t e r f e r e n c e t h e o r y t o p r o d u c t i o n p r o b l e m s 
o c c u r r i n g i n t h e t e x t i l e i n d u s t r y . M u c h o f t h e i r p r e s e n t a t i o n w a s 
q u a l i t a t i v e ; h o w e v e r , t h e y d i d e x t e n s i v e l y d i s c u s s a n d i l l u s t r a t e w i t h 
n u m e r i c a l e x a m p l e s t h e m e t h o d s o f B e n s o n a n d C o x [ 1 3 ] a n d B e n s o n [ 1 1 ] 
f o r c a l c u l a t i n g p r o d u c t i o n r a t e s a n d w o r k l o a d s w h e n t h e e f f e c t o f 
i n t e r f e r e n c e i s t o b e t a k e n i n t o a c c o u n t . A n e m p h a s i s w a s p l a c e d o n t h e 
t r e a t m e n t o f a n c i l l a r y d u t i e s , o p e r a t o r a l l o w a n c e s , a n d m a c h i n e i n t e r ­
f e r e n c e a l l o w a n c e s . S i m i l a r c o n s i d e r a t i o n s w e r e t h e o b j e c t o f m u c h o f 
J o n e s ' w o r k [ 1 0 9 - 1 1 5 ] . H i s e x p o s i t o r y a r t i c l e o f 1 9 5 6 d i s c u s s e d 
o p e r a t o r - a s s i g n m e n t p r o b l e m s a n d w o r k - m e a s u r e m e n t r a m i f i c a t i o n s i n c o n ­
s i d e r a b l e d e t a i l . A t u t o r i a l a p p r o a c h was a d o p t e d b y M i t c h e l l [ 1 5 5 , 
1 5 6 ] i n p r e s e n t i n g many o f t h e same i d e a s . 
M a l c o l m [ 1 5 0 ] a n d M a n g e l s d o r f [ 1 5 1 ] , 1 9 5 5 , s t u d i e d v a r i o u s e c o ­
n o m i c a s p e c t s o f o p e r a t o r a s s i g n m e n t s c h e m e s i n m a c h i n e i n t e r f e r e n c e 
p r o b l e m s . M a l c o l m d i s c u s s e d a h a p p l i c a t i o n o f P a l m ' s m u l t i c h a n n e l 
m o d e l [ 1 7 3 ] t o t h e e c o n o m i c o r g a n i z a t i o n d e s i g n f o r a r e a l - w o r l d p r o ­
d u c t i o n d e p a r t m e n t e n g a g e d i n e n g i n e t e s t i n g . M a n g e l s d o r f * s p a p e r , 
a c t u a l l y s e v e r a l c h a p t e r s f r o m h i s m a s t e r ' s t h e s i s , w a s a n e x t e n s i v e 
d i s c o u r s e o n t h e m e r i t s o f e x i s t i n g m a c h i n e i n t e r f e r e n c e m o d e l s ( e n c o m ­
p a s s i n g m o s t o f t h e m o d e l s t h u s f a r s u r v e y e d ) . Some p o i n t s o f s p e c i a l 
i n t e r e s t i n h i s p a p e r w e r e d i s c u s s i o n o f l i m i t a t i o n s o f t h e a v a i l a b l e 
m o d e l , c o s t a n a l y s i s b a s e d o n r a t i o s b e t w e e n t h e c o s t p a r a m e t e r v a l u e s , 
s e n s i t i v i t y a n a l y s i s o f m a c h i n e a s s i g n m e n t c o s t s u b j e c t t o v a r i a t i o n s 
f r o m t h e o p t i m u m a s s i g n m e n t . , a d e m o n s t r a t i o n o f t h e e c o n o m i c b e n e f i t s o f 
m u l t i - s e r v e r a s s i g n m e n t s , a n d t h e many i l l u s t r a t i o n s u s e d t o s u m m a r i z e 
r e s u l t s . A n u m b e r o f o t h e r a u t h o r s s t r e s s e d o p e r a t o r - a s s i g n m e n t 
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a p p l i c a t i o n s o f m a c h i n e i n t e r f e r e n c e t h e o r y d u r i n g t h e p e r i o d 1 9 5 5 -
• A , 
1 9 5 7 : C o x [ 3 7 ] , D a r u [ 4 1 ] , Henon [ 8 2 ] , V a n D o b b e n de B r u y n [ 2 4 2 ] , 
K l e i n m a n n [ 1 3 5 ] , F e t t e r [ 5 4 ] , K n o d e l [ 1 3 6 ] , a n d B u c h [ 2 0 ] . C o x ' s 
p a p e r [ 3 7 ] s e r v e d t o t r a n s m i t t o F r e n c h a u d i e n c e s some t h o u g h t s f r o m t h e 
B r i t i s h - A m e r i c a n m a i n s t r e a m o f t h e o r e t i c a l d e v e l o p m e n t s . 
M o r e C o m p l i c a t e d M o d e l s 
S e w e l l [ 2 0 3 ] a n d S t o l l e r [ 2 0 6 ] , 1 9 5 6 , g a v e a n u n p u b l i s h e d d i s ­
c u s s i o n o f a v e r y g e n e r a l p r o b l e m i n m a c h i n e m a i n t e n a n c e . S t o l l e r [ 2 0 7 ] 
l a t e r p u b l i s h e d some q u a n t i t a t i v e m a t e r i a l f r o m t h i s d i s c u s s i o n . As a 
s p e c i a l c a s e o f h i s g e n e r a l s o l u t i o n , S t o l l e r g a v e t h e s t a t e p r o b a b i l i ­
t i e s f o r t h e r e p a i r m a n p r o b l e m i n v o l v i n g N m a c h i n e s a n d M o p e r a t i v e s 
w h e r e ( 1 ) e a c h m a c h i n e i s s u b j e c t t o c m o d e s o f r a n d o m l y o c c u r r i n g 
f a i l u r e s ; ( 2 ) t h e r e p a i r m e n a r e d i v i d e d i n t o c t e a m s o f v a r i o u s s i z e s 
ITK ( j = l , 2 , * * • , c ) w h i c h s p e c i a l i z e i n s e r v i c i n g t y p e j b r e a k d o w n s — n o t e 
t h a t n e c e s s a r i l y , M ^ N ; a n d ( 3 ) e a c h o f t h e i n . m e m b e r s o f a t e a m 
s e r v i c e s a t y p e j b r e a k d o w n a c c o r d i n g t o t h e same ( t y p e j ) n e g a t i v e 
e x p o n e n t i a l r e p a i r t i m e d i s t r i b u t i o n . I t w a s n o t e d t h a t t h e s u b c a s e 
w h e r e m.. = 1 ( j = l , 2 , • • • , c ) h a d b e e n s o l v e d p r e v i o u s l y b y B e n s o n a n d 
C o x [ 1 3 ] . 
N a o r [ 1 6 1 ] h a s d r a w n t o g e t h e r r e s u l t s o b t a i n e d b y A s h c r o f t [ 3 ] , 
B e n s o n a n d C o x [ 1 3 ] , F e l l e r ( [ 5 2 ] , p p . 4 1 6 - 4 2 1 ) , a n d P a l m [ 1 7 3 ] a n d 
e x t e n d e d m a c h i n e i n t e r f e r e n c e t h e o r y i n s e v e r a l d i r e c t i o n s : 
I t i s t h e p u r p o s e [ w h i c h w a s f u l f i l l e d ] o f t h i s p a p e r — 
f o l l o w i n g P a l m ' s a n d F e l l e r ' s a n a l y s i s [ a n d h e n c e t h e i r 
V a n D o b b e n de B r u y n ' s p a p e r [ 2 4 2 ] i s c i t e d s e c o n d h a n d f r o m 
S a a t y [ 1 9 6 ] ; D o i g [ 4 5 ] a t t r i b u t e s t h e same p a p e r t o E . D . v a n R e s t . 
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a s s u m p t i o n s ] — t o s h o w ( a ) t h a t t h e p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n 
f u n c t i o n o f t h e n u m b e r o f m a c h i n e s s t o p p e d may b e d e r i v e d i n 
t e r m s o f P o i s s o n f u n c t i o n s ; ( b ) t h a t e x p l i c i t , g e n e r a l e x p r e s ­
s i o n s — i n t e r m s o f P o i s s o n f u n c t i o n s — e x i s t f o r a l l r e l e v a n t 
q u a n t i t i e s u n d e r c o n s i d e r a t i o n , s u c h a s a v e r a g e n u m b e r o f 
m a c h i n e s i n w o r k i n g c o n d i t i o n , l o s s d u e t o m a c h i n e s i n w a i t i n g 
l i n e s , l o s s d u e t o u n o c c u p i e d r e p a i r m e n , e t c . ; ( c ) t h a t c o m p u ­
t a t i o n a l p r o c e d u r e s a r e i m m e n s e l y s i m p l i f i e d i n n u m e r i c a l 
a p p l i c a t i o n s b y t h e u s e o f t h e t a b u l a t e d P o i s s o n f u n c t i o n s ; a n d 
( d ) t h a t t h e A s h c r o f t s o l u t i o n i s c o m p l e t e l y i d e n t i c a l w i t h t h e 
P a l m s o l u t i o n ( f o r t h e o n e r e p a i r m a n c a s e ) i f t h e a p p r o p r i a t e 
p r i o r a s s u m p t i o n s a r e m a d e , t h o u g h , s e e m i n g l y , t w o d i f f e r i n g 
a v e n u e s o f a p p r o a c h a r e b e i n g u s e d b y t h e s e a u t h o r s i n t h e i r 
m a t h e m a t i c a l a n a l y s e s . ( [ 1 6 1 ] , p . 2 8 1 . ) 
The f o r m u l a e d e r i v e d i n c o n j u n c t i o n w i t h p u r p o s e s ( a ) a n d ( b ) w e r e 
e x p r e s s e d i n t e r m s o f a n " S - f u n c t i o n , " c l o s e l y r e l a t e d t o t h e P o i s s o n 
d i s t r i b u t i o n f u n c t i o n . A n u m e r i c a l e x a m p l e , u s i n g v a l u e s f r o m M o l i n a ' s 
t a b l e s [ 1 5 7 ] , s h o w e d how q u a n t i t i e s o f i n t e r e s t c o u l d b e c a l c u l a t e d i n 
a much l e s s t e d i o u s f a s h i o n t h a n t h a t e m p l o y e d b y P a l m . 
I n a f u r t h e r p a p e r , N a o r [ 1 6 2 ] n o t e d t w o e x p l i c i t s h o r t c o m i n g s 
a s s o c i a t e d w i t h h i s a p p r o a c h : 
( a ) When t h e n u m b e r o f r e p a i r m e n , r , i s v e r y l a r g e t h e 
e v a l u a t i o n o f t h e S - f u n c t i o n b e c o m e s i n c o m m o d i o u s . . . ; 
( b ) . . . On e n t e r i n g M o l i n a ' s t a b l e s a p a r a m e t e r m u s t b e 
s e l e c t e d w h i c h , i n o u r c a s e , e q u a l s t o t h e r a t i o o f t h e n u m b e r 
o f r e p a i r m e n r a n d t h e s e r v i c i n g f a c t o r . I f t h e n u m b e r o f 
r e p a i r m e n i s l a r g e a n d / o r t h e s e r v i c i n g f a c t o r i s s m a l l , t h e 
r a t i o r e p r e s e n t i n g t h e P o i s s o n p a r a m e t e r may e x c e e d 1 0 0 , t h e 
l a r g e s t p a r a m e t e r o f M o l i n a ' s t a b l e s . I n s u c h c i r c u m s t a n c e s 
t h e m e t h o d p r o p o s e d b y t h e a u t h o r i n t h e a b o v e - q u o t e d p a p e r 
i s o f n o a v a i l . ( [ 1 6 2 ] , p . 3 3 4 . ) 
I n o r d e r t o r e m o v e t h e s e s h o r t c o m i n g s , N a o r d e r i v e d a p p r o x i m a t e , 
l i m i t i n g e x p r e s s i o n s i n t e r m s o f t h e n o r m a l d i s t r i b u t i o n f u n c t i o n f o r 
c a s e s i n v o l v i n g l a r g e p a r a m e t e r s " e x c e e d i n g 1 0 0 , s a y " a n d / o r v e r y many 
s e r v e r s . 
I n a t h i r d p a p e r , N a o r [ 1 6 3 ] b r i e f l y s u m m a r i z e d t h i s w o r k [ 1 6 1 , 
1 6 2 ] b e f o r e p r o c e e d i n g w i t h a d i s c u s s i o n o f t h e c o n t r o l o f m a c h i n e 
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i n t e r f e r e n c e b y a n o u t s i d e o b s e r v e r . T h i s l a s t p a p e r h a s a p p l i c a t i o n 
t o t h e c a s e o f p a t r o l l i n g r e p a i r m e n a n d w i l l b e r e v i e w e d l a t e r , a l o n g 
w i t h o t h e r s o n t h e same t o p i c . 
P e c k a n d H a z e l w o o d [ 1 7 6 ] , 1 9 5 8 , h a v e p u b l i s h e d e x t e n s i v e t a b l e s 
f o r u s e i n r e p a i r m a n m o d e l s i n v o l v i n g N m a c h i n e s ( 4 ^ 1 ^ 2 5 0 ) , M r e p a i r m e n 
( M < N ) , a n d n e g a t i v e e x p o n e n t i a l i n t e r - f a i l u r e a n d r e p a i r t i m e d i s t r i b u ­
t i o n s . The t a b l e e n t r i e s a r e a " s e r v i c e f a c t o r " X , a n " e f f i c i e n c y 
f a c t o r " F , a n d a " d e l a y p r o b a b i l i t y " D . A b r i e f t h e o r e t i c a l p r e f a c e 
d e f i n e s t h e s e f a c t o r s a n d d e m o n s t r a t e s ( w i t h e x a m p l e s ) t h e i r u s e i n 
ft 
c a l c u l a t i n g a v e r a g e v a l u e s o f t h e u s u a l q u a n t i t i e s o f i n t e r e s t . 
I n h i s m o n o g r a p h o n v a r i o u s a s p e c t s a n d a p p l i c a t i o n s o f q u e u e i n g 
t h e o r y , M o r s e ( [ 1 5 9 ] , C h a p t e r 1 1 ) d i s c u s s e d some r a t h e r i n t e r e s t i n g 
c o n s e q u e n c e s o f s i m p l e m a c h i n e i n t e r f e r e n c e t h e o r y . H i s o b s e r v a t i o n s 
w e r e a p p l i e d t o t h e m o d e l o r i g i n a l l y f o r m u l a t e d b y P a l m . F o r e x a m p l e , 
M o r s e c o n t r a s t e d t h e a l t e r n a t i v e s o f u s i n g o n e r e p a i r m a n w h o p e r f o r m s 
r e p a i r s w i t h a n a v e r a g e t i m e T g o r t w o r e p a i r m e n who e a c h p e r f o r m 
r e p a i r s w i t h a n a v e r a g e t i m e T / 2 , a n d d e m o n s t r a t e d t h a t u s e o f t h e 
s i n g l e , f a s t e r r e p a i r m a n w o u l d r e s u l t i n a s m a l l e r a v e r a g e n u m b e r o f 
n o n o p e r a t i v e m a c h i n e s . S e v e r a l u s e f u l g r a p h s w e r e g i v e n f o r t h e e c o ­
n o m i c s e l e c t i o n o f r e p a i r - c r e w s i z e . A l t h o u g h i n t e r e s t i n g , t h e c h a p t e r 
was e x p o s i t o r y i n n a t u r e a n d d i d n o t s e r v e t o a d v a n c e t h e t h e o r e t i c a l 
ftft 
s t a t e o f t h e a r t . 
* 
S i n c e 1 9 5 8 , a n u m b e r o f f i n i t e - p o p u l a t i o n q u e u e i n g t a b l e s h a v e 
b e e n p u b l i s h e d . D e s c l o u x ' s t a b l e s [ 4 4 ] a r e t o b e p a r t i c u l a r l y r e c o m ­
m e n d e d f o r t h e i r e a s e o f u s e . 
I n i t i a l l y , M o r s e c o n s i d e r e d t h e e f f e c t o f a p e r i o d i c p r e v e n t i v e 
m a i n t e n a n c e p o l i c y o n a s y s t e m i n v o l v i n g o n e m a c h i n e , o n e r e p a i r m a n , 
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I n 1 9 5 9 , N a s r [ 1 6 4 ] g a v e a d i s c u s s i o n o n some p r o b l e m s o f m a c h i n e 
i n t e r f e r e n c e . Some n e w c o m p u t a t i o n a l m e t h o d s w e r e p r e s e n t e d ; h o w e v e r , 
N a s r ' s m o s t s i g n i f i c a n t c o n t r i b u t i o n w a s p r o b a b l y t h e d r a w i n g t o g e t h e r 
a n d s h o w i n g o f i n t e r r e l a t i o n s b e t w e e n t h e t h e o r e t i c a l d e v e l o p m e n t s o f 
P a l m [ 1 7 3 ] , B e n s o n a n d C o x [ 1 3 ] , a n d N a o r [ 1 6 1 , 1 6 2 ] , E x p o s i t i o n s c o n ­
s i d e r a b l y m o r e e x t e n s i v e i n t e r m s o f m a t e r i a l c o v e r e d a n d r e f e r e n c e s 
c i t e d w e r e g i v e n , i n 1 9 6 1 , b y S a a t y ( [ 1 9 6 ] , p p . 3 2 3 - 3 3 2 ) a n d C o x a n d 
S m i t h ( [ 4 0 ] , p p . 9 1 - 1 0 9 , 1 6 1 - 1 6 2 ) a n d , i n 1 9 6 2 , b y T a k a c s ( [ 2 2 8 ] , p p . 
1 8 9 - 2 0 4 ) . 
D e v o t e d R e p a i r m e n , t h e E r a F o l l o w i n g T a k a c s 
I n v e s t i g a t i o n s i n t h e P r e s e n t D e c a d e 
I n v e s t i g a t i o n s o f d e v o t e d r e p a i r m a n p r o b l e m s i n t h e p r e s e n t 
d e c a d e h a v e b e e n p r i m a r i l y d i r e c t e d t o w a r d t h e e x t e n s i o n o f m a c h i n e 
i n t e r f e r e n c e t h e o r y t o m o d e l s i n v o l v i n g a r b i t r a r y ( g e n e r a l i n d e p e n d e n t ) 
s e r v i c e - t i m e d i s t r i b u t i o n s . L a j o s T a k a c s [ 2 1 9 , 2 2 0 , 2 2 2 , 2 2 7 , 2 2 8 ] h a s 
b e e n t h e s i g n i f i c a n t c o n t r i b u t o r i n t h i s a r e a . O t h e r r e c e n t w o r k h a s 
b e e n d i r e c t e d t o w a r d t h e d e v e l o p m e n t o f n e w m e t h o d o l o g i e s f o r t h e s t u d y 
o f m a c h i n e i n t e r f e r e n c e p r o b l e m s . 
E a r l i e r w o r k , a s d i s c u s s e d i n t h e t w o p r e v i o u s s e c t i o n s , h a d 
d e v e l o p e d f o r m u l a e b a s e d o n " e x p e c t e d - v a l u e " ( n o t " s t a t e - p r o b a b i l i t y " ) 
a r g u m e n t s w h i c h g a v e o p e r a t o r u t i l i z a t i o n a n d a v e r a g e m a c h i n e 
a n d g e n e r a l l y d i s t r i b u t e d f a i l u r e a n d s e r v i c e t i m e s . O s t e n s i b l y , 
M o r s e ' s i n t r o d u c t i o n o f p r e v e n t i v e m a i n t e n a n c e c o n s i d e r a t i o n s i n t o 
r e p a i r m a n p r o b l e m s w o u l d a p p e a r t o b e a n e w d e v e l o p m e n t ; h o w e v e r , 
r e g r e t t a b l y , t h e a n a l y s i s w a s n o t e x t e n d e d t o m u l t i - m a c h i n e s y s t e m s 
w h e r e congestion i s a f a c t o r . M o r s e ' s p r o b l e m w a s i n f a c t a s t a t e m e n t 
i n p a r t i c u l a r p h y s i c a l u n i t s o f a s i m p l e p r o b l e m a l r e a d y " w e l l - s o l v e d " 
i n t h e r e n e w a l - t h e o r y l i t e r a t u r e . 
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a v a i l a b i l i t y f o r c a s e s o t h e r t h a n n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l l y d i s t r i b u t e d 
s e r v i c e t i m e s ( e . g . ; s e e d i s c u s s i o n o f A s h c r o f t [ 3 ] ) . F u r t h e r , some 
t h o u g h t h a d b e e n g i v e n t o t h e u s e o f n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l l y b a s e d 
f o r m u l a e t o a p p r o x i m a t e r e s u l t s f o r o t h e r c a s e s . F o r e x a m p l e , B e n s o n 
a n d C o x [ 1 3 ] h a d t a b l e d 
. . . v a l u e s o f [ a v e r a g e ] m a c h i n e a v a i l a b i l i t y f o r t h r e e d i s ­
t r i b u t i o n s o f c l e a r i n g t i m e , v i z . , c o n s t a n t c l e a r i n g t i m e , 
P e a r s o n T y p e I I I d i s t r i b u t i o n a n d e x p o n e n t i a l d i s t r i b u t i o n o f 
c l e a r i n g t i m e s . ( T h e v a l u e s f o r t h e T y p e I I I d i s t r i b u t i o n w e r e 
o b t a i n e d f r o m K h i n t c h i n e ' s s o l u t i o n [ [ 1 3 3 ] ] . I t w i l l b e s e e n 
t h a t . . . t h e d i f f e r e n c e s i n t h e v a l u e s o f [ a v e r a g e ] m a c h i n e 
a v a i l a b i l i t y a r e n o t l a r g e . . . . ( [ 1 3 ] , p . 7 5 . ) 
A l s o , a s J a c k s o n a n d A d e l s o n n o t e d i n t h e i r s u r v e y [ 1 0 0 , 1 0 1 ] : 
E v e n w h e n l i v e s a r e d i s t r i b u t e d a s E^ [ t h a t i s , a c c o r d i n g t o 
t h e kth E r l a n g d i s t r i b u t i o n ] , some c a l c u l a t i o n s made b y A d e l s o n 
[ [ 1 ] ] i n d i c a t e t h a t a n e x p o n e n t i a l l i f e a s s u m p t i o n d o e s n o t l e a d 
t o s i g n i f i c a n t e r r o r s p r o v i d e d t h a t t h e s e r v i c e - t i m e d i s t r i b u ­
t i o n i s r e p r e s e n t e d f a i r l y a c c u r a t e l y b y a n o t h e r E^ a n d t h a t 
. . . [ c e r t a i n o t h e r c o n d i t i o n s a r e m e t ] , ( [ 1 0 0 ] , p . 2 0 . ) 
H o w e v e r , m o r e s o p h i s t i c a t e d r e s u l t s d i d n o t a p p e a r u n t i l a f t e r t h e 
d i s s e m i n a t i o n o f T a k a c s w o r k o n t h e s t a t e p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n f o r 
a s y s t e m w i t h g e n e r a l l y d i s t r i b u t e d s e r v i c e t i m e s . 
T a k a c s 1 W o r k 
T a k a c s was a c t i v e i n t h e s t u d y o f r e p a i r m a n p r o b l e m s a s e a r l y a s 
1 9 5 1 . H o w e v e r , m o s t o f h i s e x t e n s i v e p u b l i c a t i o n s i n t h e r e a l m o f 
s t o c h a s t i c p r o c e s s e s h a v e b e e n d i r e c t e d t o w a r d t h e s t u d y o f ( s o m e t i m e s 
e q u i v a l e n t ) t e l e p h o n e - t r a f f i c p r o b l e m s . H i s f i r s t p a p e r [ 2 1 4 ] o n 
O n l y a f e w o f t h e s e w i l l b e m e n t i o n e d i n t h i s s u r v e y . R e f e r e n c e 
i s made t o S a a t y ' s b i b l i o g r a p h i e s ( [ 1 9 6 ] , p p . 4 0 4 - 4 0 5 , 4 1 3 ; [ 1 9 8 ] , p p . 4 7 0 -
4 7 1 ) a n d t o t h e e n d - o f - c h a p t e r r e f e r e n c e s i n T a k a c s * b o o k s [ 2 2 8 , 2 3 1 ] f o r 
a c o m p r e h e n s i v e l i s t ( t o t a l i n g s e v e r a l s c o r e ! ) o f T a k a c s * p a p e r s o n 
s t o c h a s t i c p r o c e s s e s . 
ft* 
A n u m b e r o f t h e s e heive a p p l i c a t i o n t o r e p a i r m a n p r o b l e m s , w i t h 
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m a c h i n e i n t e r f e r e n c e i n v e s t i g a t e d t h e s t e a d y - s t a t e b e h a v i o r o f a s i n g l e -
s e r v e r s y s t e m i n w h i c h t h e r e p a i r t i m e s w e r e n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l l y 
d i s t r i b u t e d a n d t h e m a c h i n e f a i l u r e t i m e s f o l l o w e d a n a r b i t r a r y ( g e n e r a l 
ft 
i n d e p e n d e n t ) d i s t r i b u t i o n . Two c o n t e m p o r a r y p a p e r s [ 2 1 5 , 2 1 6 ] o n t e l e ­
p h o n y m e n t i o n e d a p p l i c a t i o n s t o m a c h i n e i n t e r f e r e n c e p h e n o m e n a . 
I n 1 9 5 7 , T a k a c s [ 2 1 9 ] f i r s t p u b l i s h e d h i s d e r i v a t i o n — i t a l s o 
a p p e a r e d i n h i s 1 9 6 2 b o o k [ 2 2 8 ] a n d h a s b e e n w i d e l y q u o t e d — o f t h e 
s t a t e p r o b a b i l i t i e s p n ( 0 < n ^ i n ) t h a t t h e r e a r e n m a c h i n e s o p e r a t i v e a t 
a n y t i m e i n t h e m - m a c h i n e , s i n g l e - r e p a i r m a n p r o b l e m . E a c h m a c h i n e w a s 
a s s u m e d t o h a v e n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l l y d i s t r i b u t e d t i m e s f r o m e n d o f 
r e p a i r t o n e x t b r e a k d o w n w i t h mean t i m e 1 /X a n d g e n e r a l l y d i s t r i b u t e d 
2 
s e r v i c e t i m e s w i t h mean 3 a n d v a r i a n c e a . D e f i n e 
G ( t ) , c u m u l a t i v e s e r v i c e - t i m e d i s t r i b u t i o n ; 
r . . , p r o b a b i l i t y t h a t j m a c h i n e s a r e o p e r a t i v e j u s t 
1 3
 b e f o r e t h e e n d o f a s e r v i c e , g i v e n t h a t i m a c h i n e s 
w e r e o p e r a t i v e j u s t b e f o r e t h e l a s t s e r v i c e c o m p l e ­
t i o n ; 
TT . , p r o b a b i l i t y t h a t j m a c h i n e s a r e o p e r a t i v e j u s t b e f o r e 
3
 t h e e n d o f a s e r v i c e ; 
a n d l e t y(s) d e n o t e t h e L a p l a c e - S t i e l t j e s t r a n s f o r m o f G ( t ) , viz,k 
00 
Y ( s ) = / e " S t d G ( t ) , ( 1 9 ) 
o 
T a k a c s ' a r g u m e n t p r o c e e d s i n t h e s t e a d y - s t a t e , f o r w h i c h e x i s t e n c e i s 
a s s u r e d s i n c e t h e s y s t e m ' s s t a t e c h a n g e s d e s c r i b e a f i n i t e , a p e r i o d i c 
a n d w i t h o u t s p a r e s , a s s h o w n b y B a r l o w [ 5 ] w h o s e a d a p t a t i o n s a r e d i s ­
c u s s e d i n t w o p l a c e s e l s e w h e r e i n t h i s s u r v e y . 
T a k a c s ' 1 9 5 1 p a p e r [ 2 1 4 ] h a d l i t t l e i m p a c t o n m a i n s t r e a m r e ­
p a i r m a n - p r o b l e m l i t e r a t u r e . See s e c o n d f o o t n o t e o n p . 3 4 . 
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M a r k o v c h a i n ( i m b e d d e d a t s e r v i c e c o m p l e t i o n e p o c h s ) . 
The p r o b a b i l i t y t h a t a. p a r t i c u l a r m a c h i n e , o p e r a t i n g a t t i m e 0 , 
f a i l s d u r i n g [ 0 , t ] i s 1 - e A t . U s i n g t h e b i n o m i a l d i s t r i b u t i o n , i t 
f o l l o w s t h a t 
f [ i + l ] e - J A t d . e - A t j i U - 3
 d G ( t ) ; 
i = l , 2 , 3 , - - - , m - 2 ; 
r . = r . 
m - 1 , : m - 2 , ] -
( 2 0 ) 
f o r a l l i n t e g r a l j s u c h t h a t 0 < j < m - l a n d j ^ i + 1 . F u r t h e r , 
m - 1 
I TT. = 1 , 
3=o 3 
( 2 1 ) 
a n d 
m - 1 
TT. = I r - . T T . , j = l , 2 , 3 , • • • , m - l , 
1
 i = j - l 1 3 1 
( 2 2 ) 
L e t Q ( z ) b e t h e g e n e r a t i n g f u n c t i o n f o r t^ j K v i z , , 
m - 1 
Q ( Z ) = I TT.Z 3 . 
j = 0 1 
( 2 3 ) 
T h e n , f r o m s u b s t i t u t i o n s a n d s i m p l i f i c a t i o n , 
" T h e g e n e r a t i n g f u n c t i o n f o r t h i s d i s c r e t e p r o b a b i l i t y d e n s i t y 
f u n c t i o n i s j u s t i t s g e o m e t r i c t r a n s f o r m . R e f e r e n c e i s made t o B e i g h t -
l e r , et a l . [ 8 ] f o r o n e o f t h e f e w g o o d l i s t s o f t h e s e t r a n s f o r m s . 
4 3 
Q ( z ) = / ( l - e / i U + z e " , l t ) Q ( l - e ' V L + z e ~ " L ) d G ( t ) 
0 
+ (I -Z)TT , f e - ^ d - e - ^ + z e - ^ ) 1 1 1 - 1 d G ( t ) . 
m - 1 ^ 
( 2 4 ) 
Now d e f i n e t h e c o e f f i c i e n t s B . b y 
3 
m - 1 
Q ( z ) = I B . C z - l ) 3 
3=0 3 
( 2 5 ) 
A t e r m - b y - t e r m c o m p a r i s o n o f t h e t w o s e r i e s ( 2 3 , 2 5 ) f o r Q ( z ) y i e l d s 
m -1 
7T = J" ( - 1 ) ] - n ML J B n = 0 , l , 2 , - - - , m - l . 
* J J 
( 2 6 ) 
A s i m i l a r c o m p a r i s o n o f t h e t w o s e r i e s ( 2 3 , 2 5 ) f o r Q ( z + l ) y i e l d s 
m - 1 r ^ 
B . = Y F L IT . , i = 0 , 1 , 2 , • • • , m - l 
UJ i 
( 2 7 ) 
w h i c h s h o w s w h y B.. i s r e f e r r e d t o a s t h e " j t / z b i n o m i a l m o m e n t o f 
{ I T . } . " 
I 
F r o m t h e s e c o n d s e r i e s ( 2 5 ) , I t c a n b e s e e n t h a t 
B = Q ( l ) = 1 : 
o 
B . = 
3 3 
1 d D Q ( z ) 
, j = l , 2 , 3 , • • • , m - l , 
d z J 
z = l 
( 2 8 ) 
The a p p r o a c h i n t r o d u c e d i n t h i s p a p e r [ 2 1 9 ] h a s a c h i e v e d some 
p o p u l a r i t y i n a v a r i e t y o f a p p l i c a t i o n s , I t i s caJJLed t h e " M e t h o d o f 
B i n o m i a l C o e f f i c i e n t s . " 
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A p p l y i n g t h i s r e s u l t t o t h e i n t e g r a l e q u a t i o n ( 2 4 ) y i e l d s a s e c o n d 
e x p r e s s i o n f o r t h e B_. i n t e r m s o f t h e i u . T h e n , s o l v i n g f o r t h e B_., 
o n e o b t a i n s 
B . 
1 
m - 1 
c- I 
1 = J 
m - 1 
i C . 
l 
m - 1 
I 
i = 0 
, j = 0 , l , 2 , - - - , m - l ; 
m - 1 
i C . l 
( 2 9 ) 
w h e r e 
C = 1 ; 
C. 
i k = l 
y ( k A ) 
1 - y ( k X ) * i = l , 2 , 3 , • • • , m - l . 
( 3 0 ) 
T h i s c o m p l e t e s t h e d e r i v a t i o n f o r t h e tt . T a k d c s n e x t d e r i v e d e x p r e s ­
s i o n s f o r t h e a b s o l u t e p r o b a b i l i t i e s p . T h e a r g u m e n t w a s s i m i l a r , 
e x c e p t t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s p „ w e r e u s e d i n s t e a d o f t h e r^.. a n d 
3 ^ " [ l - G ( t ) J d t was u s e d i n t h e i n t e g r a l i n s t e a d o f d G ( t ) t o i n d i c a t e t h e 
r e m a i n i n g s e r v i c e t i m e . B i n o m i a l m o m e n t s f o r t h e - p w e r e i n t r o d u c e d 
a n d r e l a t e d t o t h o s e f o r t h e ir . T h i s c o m p a r i s o n y i e l d e d t h e d e s i r e d 
f o r m u l a e f o r t h e p , v i z . . 
imi 
p n ~ n(m3At7T 7) 
m - l 
n - 1 
, n = l , 2 , 3 , * • • , m ; ( 3 1 ) 
a n d 
m 
p = 1 - J p . 
r o L n
 r n 
n = l 
( 3 2 ) 
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T a k a c s t h e n s h o w e d t h a t t h e a v e r a g e n u m b e r i n t h e s y s t e m i s 
1 - p 
r m m 
A3 mA3 + TT • 
m - 1 
s h o w e d t h a t t h e a v e r a g e w a i t i n g t i m e o f a m a c h i n e i s 
( 3 3 ) 
3 ( m - l ) + (1-TT . ) 
m - l 
2 2 
a + 3 3 
23 1 - y ( A ) ( 3 4 ) 
a n d o b t a i n e d many o t h e r r e s u l t s o f i n t e r e s t f o r t h e s t a t i o n a r y p r o c e s s . 
T a k a c s s t u d i e d t h e same p r o b l e m i n t h r e e o t h e r p a p e r s [ 2 2 0 , 2 2 2 , 2 2 7 ] , 
a l t h o u g h t e l e p h o n e t r a f f i c was t h e p r i m a r y s u b j e c t i n e a c h . R e v i e w 
m a t e r i a l i s a v a i l a b l e i n h i s b o o k s [ 2 2 5 , 2 2 8 ] . 
O t h e r I n v e s t i g a t i o n s 
H a r r i s o n [ 8 0 ] , 1 9 5 9 , h a s t a k e n a n i n d e p e n d e n t a p p r o a c h t o t h e 
same p r o b l e m [ 2 1 9 ] , H a r r i s o n n o t e d t h a t t h e l e n g t h o f ( n u m b e r o f u n i t s 
i n ) t h e w a i t i n g l i n e a t i n s t a n t s o f s e r v i c e c o m p l e t i o n f o r m e d a M a r k o v 
* 
c h a i n . U s i n g K e n d a l l ' s m e t h o d [ 1 2 9 ] o f t h e i m b e d d e d M a r k o v c h a i n , 
h e w a s a b l e t o o b t a i n p r o b a b i l i t y d e n s i t y d i s t r i b u t i o n s o f t h e w a i t i n g -
l i n e l e n g t h a n d t h e w a i t i n g t i m e . As a d e m o n s t r a t i o n , t h e r e s u l t s w e r e 
s p e c i a l i z e d t o t h e c a s e s o f n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l l y d i s t r i b u t e d a n d c o n ­
s t a n t s e r v i c e t i m e s . 
B a r l o w [ 5 ] , 1 9 6 2 , i n a n e x p o s i t o r y p a p e r , s o u g h t t o e x p l o i t t h e 
A 
See a l s o G a v e r [ 6 6 ] . 
S'CJ'C 
T h e o r i g i n a l v e r s i o n o f B a r l o w ' s p a p e r i s t y p o g r a p h i c a l l y c o n ­
f u s i n g i n r e f e r e n c e s t o a u t h o r s a n d e q u a t i o n s . A m o r e r e a d a b l e , b u t 
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r e l a t i o n s h i p b e t w e e n r e p a i r m a n p r o b l e m s a n d t h e m o r e g e n e r a l r e a l m o f 
q u e u e i n g p r o b l e m s . T h r e e p r o b l e m s t r e a t e d w e r e : 
1 . N e g a t i v e - e x p o n e n t i a l l y d i s t r i b u t e d f a i l u r e a n d s e r v i c e t i m e s 
f o r e a c h m a c h i n e , m m a c h i n e s , a n d m r e p a i r m e n ; 
2 . A r b i t r a r i l y d i s t r i b u t e d f a i l u r e a n d s e r v i c e t i m e s , o n e 
m a c h i n e , a n d o n e r e p a i r m a n ; 
3 . N e g a t i v e - e x p o n e n t i a l l y d i s t r i b u t e d f a i l u r e t i m e s , a r b i t r a r i l y 
d i s t r i b u t e d s e r v i c e t i m e s , m m a c h i n e s , a n d o n e r e p a i r m a n ( i . e . , T a k a c s 1 
p r o b l e m [ 2 1 9 ] d i s c u s s e d a b o v e ) . 
The f i r s t p r o b l e m w a s s o l v e d u s i n g g e n e r a l b i r t h - a n d - d e a t h 
ft 
t h e o r y a r g u m e n t s a d v a n c e d b y K a r l i n a n d M c G r e g o r [ 1 1 8 - 1 2 1 , 1 2 3 ] a n d 
H a r r i s [ 7 9 ] . I t w a s o b s e r v e d t h a t t h e s y s t e m i s t h a t o f t h e c o n t i n u o u s 
ftft 
E h r e n f e s t m o d e l [ 4 7 ] f o r d i f f u s i o n p r o c e s s e s . T i m e - d e p e n d e n t t r a n s i ­
t i o n p r o b a b i l i t i e s P ^ ( t ) w e r e s t a t e d ( f r o m [ 1 2 1 ] ) a n d t h e l i m i t i n g 
( a s t - * °° ) p r o b a b i l i t i e s p ^ w e r e d e d u c e d . The s e c o n d p r o b l e m w a s i d e n t i ­
f i e d a s a n e l e m e n t a r y s e m i - M a r k o v p r o c e s s w i t h r e n e w a l t h e o r y i m p l i c a ­
t i o n s . V a r i o u s e x p e c t e d v a l u e s a n d d i s t r i b u t i o n s w e r e g i v e n , i n c l u d i n g 
some r e s u l t s d u e t o T a k a c s [ 2 1 5 , 2 2 0 ] . The t h i r d p r o b l e m w a s o b s e r v e d 
t o h a v e a n i m b e d d e d s e m i - M a r k o v p r o c e s s . The s t a t i o n a r y s o l u t i o n s w e r e 
q u o t e d f r o m T a k a c s [ 2 1 9 ] . B a r l o w a l s o d i s c u s s e d r e p a i r m a n p r o b l e m s w i t h 
l e s s t h o r o u g h l y d o c u m e n t e d v e r s i o n a p p e a r s i n t h e t e x t b y B a r l o w a n d 
P r o s c h a n ( [ 6 ] , p p . 1 3 9 - 1 5 1 ) . 
ft 
K a r l i n [ 1 1 6 ] a n d K a r l i n a n d M c G r e g o r [ 1 1 7 , 1 2 2 , 1 2 4 ] h a v e p u b ­
l i s h e d o t h e r w o r k s t h a t a r e r e l e v a n t i n t h e p r e s e n t c o n t e x t . A n e a r l y 
i n t e r e s t i n g e n e r a l i z e d b i r t h - a n d - d e a t h t h e o r y w a s t a k e n b y K e n d a l l 
[ 1 2 6 ] , 1 9 4 8 . 
A A 
" ' S e e , e . g . , F e l l e r ( [ 5 2 ] , p p . 3 4 3 - 3 4 4 , 3 5 8 ; [ 5 3 ] , p p . 4 5 0 - 4 5 4 ) 
f o r d i s c u s s i o n a n d a d d i t i o n a l r e f e r e n c e s . 
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s p a r e m a c h i n e s . T h i s p o r t i o n o f h i s p a p e r w i l l b e reviewed in C h a p t e r 
I I I . 
B l o m [ 1 7 ] , 1 9 6 3 , s t u d i e d T a k a c s ' p r o b l e m [ 2 1 9 ] f r o m t h e p o i n t o f 
v i e w o f t h e o p e r a t o r . T h e o p e r a t o r ' s t o t a l t i m e c a n b e divided i n t o 
b u s y p e r i o d s a n d f r e e p e r i o d s . R e f e r r i n g t o t h e sum o f a f r e e p e r i o d 
a n d a b u s y p e r i o d a s a " w o r k c y c l e , " B l o m o b t a i n e d t h e j o i n t L a p l a c e 
t r a n s f o r m o f t h r e e r a n d o m v a r i a b l e s : ( 1 ) d u r a t i o n o f t h e b u s y p e r i o d , 
( 2 ) n u m b e r o f r e p a i r s p e r f o r m e d d u r i n g a b u s y p e r i o d , a n d ( 3 ) t o t a l 
p r o d u c t i v e t i m e o f t h e m a c h i n e s d u r i n g a w o r k c y c l e . B l o m a l s o b r i e f l y 
c o n s i d e r e d a m o r e g e n e r a l t i m e p e r i o d t h a n t h e b u s y p e r i o d , " n a m e l y a 
p e r i o d b e g i n n i n g a t a m o m e n t w h e n a o f t h e n m a c h i n e s a r e s t a n d i n g s t i l l 
a n d t h e o p e r a t o r h a s j u s t b e g u n t o s e r v e o n e o f t h e s e a n d e n d i n g w h e n 
t h e o p e r a t o r b e c o m e s f r e e a g a i n . " 
A p a p e r b y T h i r u v e n g a d a m a n d J a i s w a l [ 2 3 4 ] h a d a s i m i l a r o r i e n ­
t a t i o n , b u t t h e o b j e c t o f i n v e s t i g a t i o n w a s t h e s i m p l e m a c h i n e i n t e r ­
f e r e n c e p r o b l e m ( i . e . , P a l m ' s p r o b l e m [ 1 7 3 ] ) . T h e y d e r i v e d a n e x p r e s ­
s i o n f o r t h e L a p l a c e t r a n s f o r m o f t h e d i s t r i b u t i o n o f t h e d u r a t i o n o f 
a b u s y p e r i o d . I t w a s s h o w n t h a t , u n d e r s u i t a b l e l i m i t i n g c o n d i t i o n s , 
t h e a v e r a g e d u r a t i o n o f t h e b u s y p e r i o d f o r t h e s i m p l e m a c h i n e p r o b l e m 
c o r r e s p o n d s t o t h e a v e r a g e d u r a t i o n o f t h e b u s y p e r i o d f o r t h e i n f i n i t e -
p o p u l a t i o n c a s e . I n a n o t h e r p a p e r [ 2 3 5 ] , 1 9 6 4 , t h e y a p p l i e d a m o d i f i e d 
v e r s i o n o f T a k a c s ' f o r m u l a t i o n [ 2 1 9 ] t o s o l v e T a k a c s ' p r o b l e m [ 2 1 9 ] , 
The m o d i f i c a t i o n e n a b l e d t h e m t o o b t a i n t h e d i s t r i b u t i o n o f b u s y p e r i o d s 
a s a p a r t i c u l a r c a s e . P o r t i o n s o f t h e f o r m u l a t i o n a n d s o l u t i o n w e r e 
b a s e d o n t h e w o r k o f K e i l s o n a n d K o o h a r i a n [ 1 2 5 ] , I n c i d e n t a l l y , J a i s w a l 
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h a s a l s o p r e s e n t e d s e v e r a l p a p e r s [ 1 0 3 - 1 0 6 ] w h i c h , i n c o n t e x t , r e v i e w e d 
a s p e c t s o f m a c h i n e i n t e r f e r e n c e t h e o r y . 
H o d g s o n [ 8 6 ] , 1 9 6 4 , a l s o h a s s t u d i e d T a k a c s ' p r o b l e m [ 2 1 9 ] . H i s 
i n t e r e s t c e n t e r e d o n t h e d i s t r i b u t i o n o f t h e d u r a t i o n o f d o w n t i m e o f a 
m a c h i n e . The a u t h o r s u g g e s t e d t h a t h i s " m e t h o d s a n d r e s u l t s a r e a 
l i t t l e s i m p l e r t h a n t h o s e o f T a k a c s . " An e x p r e s s i o n f o r a d i s t r i b u t i o n 
o f n o n - s t a n d a r d " w a i t i n g t i m e s " w a s o b t a i n e d i n t h e c a s e o f n e g a t i v e -
e x p o n e n t i a l l y d i s t r i b u t e d r e p a i r t i m e s . 
I n a r e c e n t ( u n p u b l i s h e d ) p a p e r , W h i t e h o u s e [ 2 4 8 ] h a s d i s c u s s e d 
t h e s o l u t i o n o f f i n i t e q u e u e i n g p r o b l e m s b y g r a p h i c a l m e a n s . H i s 
a p p r o a c h i n v o l v e d t h e r e p r e s e n t a t i o n o f a m o d e l a s a GERT ( G r a p h i c a l 
E v a l u a t i o n a n d R e v i e w T e c h n i q u e ) n e t w o r k . B y s o l v i n g t h e n e t w o r k i n 
v a r i o u s w a y s , W h i t e h o u s e was a b l e t o f i n d t h e m o m e n t g e n e r a t i n g f u n c t i o n 
o f a n u m b e r o f p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n s o f i n t e r e s t . A r e p a i r m a n m o d e l 
was u s e d a s a n e x a m p l e . 
ft 
A n a l o g u e S i m u l a t i o n o f R e p a i r m a n P r o b l e m s 
The f i r s t a n a l o g u e c o m p u t e r f o r s i m u l a t i o n o f m a c h i n e i n t e r f e r ­
e n c e w a s a p p a r e n t l y t h e s i m p l e d e v i c e i n v e n t e d b y J o n e s [ 1 1 0 , 1 1 1 ] , 1 9 4 9 . 
T h i s c h a p t e r e x c l u d e s a grouped s u r v e y o f d i g i t a l c o m p u t e r 
s i m u l a t i o n s o f r e p a i r m a n p r o b l e m s ; t h e s i g n i f i c a n t p a p e r s i n t h i s a r e a 
a r e d i s c u s s e d e l s e w h e r e i n t h i s s u r v e y a c c o r d i n g t o t h e t y p e o f m o d e l 
s t u d i e d . D i g i t a l s i m u l a t i o n s t u d i e s a r e n o r m a l l y a " s e c o n d c h o i c e " 
a p p r o a c h t o p r o b l e m s f o r w h i c h t h e t h e o r e t i c a l m o d e l s a r e i n t r a c t a b l e 
o r n o n e x i s t e n t . The f o r m u l a t i o n t e c h n i q u e s a r e w e l l k n o w n a n d a d i s ­
c u s s i o n o f t h e m h e r e w O u l d n o t c o n t r i b u t e t o t h e p r e s e n t p u r p o s e o f 
o u t l i n i n g t h e d e v e l o p m e n t o f m a c h i n e i n t e r f e r e n c e theory. T h e a n a l o g u e 
a p p r o a c h e s d i s c u s s e d i n t h e p r e s e n t s e c t i o n a r e i n c l u d e d b e c a u s e o f 
t h e i r i n t r i n s i c i n t e r e s t o r b e c a u s e t h e y h a v e b e e n c l o s e l y a s s o c i a t e d 
w i t h t h e m a i n s t r e a m o f t h e o r e t i c a l d e v e l o p m e n t s . See P a g e [ 1 7 2 ] f o r a 
r e v i e w a n d c r i t i q u e o f t h e u s e o f c o m p u t e r s i n t h e s t u d y o f q u e u e i n g 
p r o b l e m s . G r e e n ' s p a p e r [ 7 2 ] may a l s o b e o f some i n t e r e s t s i n c e i t 
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I t w a s a p p l i c a b l e t o s i t u a t i o n s i n v o l v i n g a r e p a i r m a n s e r v i c i n g , a s 
n e c e s s a r y , u p t o t e n m a c h i n e s i n r o t a t i o n . The c o m p u t e r c o n t a i n e d 
a t i m i n g a n d r e v o l u t i o n c o u n t i n g d e v i c e w h i c h p r o v i d e d t h e b a s i c d a t a 
n e c e s s a r y f o r c o m p u t a t i o n o f t h e s e r v i c i n g , r u n n i n g , a n d i n t e r f e r e n c e 
t i m e s o f t h e m a c h i n e s f o r e a c h t e s t . 
P a l m a t i e r [ 1 7 5 ] » 1 9 5 6 , c o n s t r u c t e d a s m a l l e l e c t r o n i c a n a l o g u e 
c o m p u t e r t o u s e a s a p i l o t m o d e l i n t e s t i n g t h e f e a s i b i l i t y o f u s i n g 
s u c h d e v i c e s t o s o l v e c o m p l e x m a c h i n e i n t e r f e r e n c e p r o b l e m s . The 
r e s u l t s w e r e c o m p a r e d w i t h c e r t a i n t h e o r e t i c a l p r e d i c t i o n s . 
D a m n , F l a g l e , a n d H i c k s [ 4 6 ] , 1 9 5 6 , c o n s t r u c t e d a n e l e c t r o ­
m e c h a n i c a l a n a l o g u e f o r t h e s i m u l a t i o n o f q u e u e i n g n e t w o r k p r o b l e m s . 
C a l l e d t h e QUEUIAC, i t f e a t u r e s p a p e r t e l e t y p e - t a p e i n p u t f o r s e r v i c e 
a n d e x o g e n o u s a r r i v a l d i s t r i b u t i o n s , c o n t i n u o u s d i s p l a y o f q u e u e - l e n g t h 
i n f o r m a t i o n , a n d c a p a b i l i t y o f s i m u l a t i n g a n u m b e r o f f l o w - m e r g e r a n d 
q u e u e d i s c i p l i n e s ( i n c l u d i n g p r i o r i t y s e r v i c i n g ) . I t w a s s t a t e d t h a t 
I n a l l c a s e s t h e r a t e s o f t a p e i n p u t may b e c o n t r o l l e d m a n u a l l y 
a n d , i n some c a s e s , t h e y may b e c o n t r o l l e d a u t o m a t i c a l l y t o 
s i m u l a t e f e e d - b a c k f e a t u r e s o f c e r t a i n h a n d l i n g o p e r a t i o n s . 
( [ 4 6 ] , p . 6 5 0 . ) 
No e x a m p l e s w e r e g i v e n ; h o w e v e r , i t w a s a p p a r e n t f r o m t h e c a p a b i l i t i e s 
d e s c r i p t i o n t h a t a c o m b i n a t i o n o f ( p r o p o r t i o n a l ) m a n u a l a r r i v a l - r a t e 
c o n t r o l a n d a u t o m a t i c s e r v i c e - r a t e c o n t r o l c o u l d b e u s e d t o s i m u l a t e 
c o n t a i n s a GPSS ( G e n e r a l P u r p o s e S i m u l a t i o n S y s t e m ) d i g i t a l c o m p u t e r 
s i m u l a t i o n p r o g r a m u s e d i n t h e s t u d y o f a v a r i a t i o n o f a r e p a i r m a n 
p r o b l e m . 
ft 
A n u m b e r o f i n v e s t i g a t o r s h a v e a d v a n c e d a n a l y t i c m o d e l s o f t h i s 
s e r v i c i n g s c h e m e . See t h e d i s c u s s i o n o f " p a t r o l l i n g r e p a i r m e n " w h i c h 
a p p e a r s l a t e r i n t h e c h a p t e r . 
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r e p a i r m a n p r o b l e m s i n v o l v i n g v e r y g e n e r a l f a i l u r e a n d s e r v i c e d i s t r i b u ­
t i o n s , m m a c h i n e s , a n d c r e p a i r m e n . S c h e m a t i c s o f t h e Q U E U I A C ' s c o m ­
p o n e n t s w e r e i n c l u d e d i n t h e p a p e r . 
H u g g i n s [ 9 3 ] , 1 9 6 0 , h a s g i v e n e x a m p l e s s h o w i n g h o w a " s y s t e m 
d y n a m i c s " a p p r o a c h c a n b e u s e d t o o b t a i n t i m e - d e p e n d e n t s t a t e p r o b a ­
b i l i t i e s f o r r e p a i r m a n p r o b l e m s . T h e c a s e s t r e a t e d w e r e P a l m ' s m o d e l 
[ 1 7 3 ] , a s r e p o r t e d b y F e l l e r ( [ 5 2 ] , p p . 4 1 6 - 4 2 1 ) , o f a s i n g l e r e p a i r m a n 
a n d ( v a r i o u s l y ) o n e , t w o , o r f i v e m a c h i n e s . H u g g i n s 1 a p p r o a c h c o n s i s t e d 
o f ( 1 ) r e c o g n i z i n g t h a t t h e s y s t e m d y n a m i c s w e r e M a r k o v i a n ; ( 2 ) e x p r e s ­
s i n g t h e M a r k o v i a n i n t e r r e l a t i o n s d i r e c t l y i n ( L a p l a c e - t r a n s f o r m d o m a i n ) 
ft 
f l o w - g r a p h f o r m — t h e r e w a s n o n e e d t o d e v e l o p f o r m a l e q u a t i o n s ; a n d 
( 3 ) s o l v i n g t h e f l o w g r a p h b y ( a ) m a n u a l l y c a l c u l a t i n g t h e a p p r o p r i a t e 
g r a p h t r a n s m i s s i o n s a n d i n v e r t i n g t h e r e s u l t a n t s i n t o t h e t i m e d o m a i n , 
o r ( b ) t r a n s f e r r i n g t h e f l o w g r a p h t o a ( s t a n d a r d , c o m m e r c i a l ) a n a l o g u e 
c o m p u t e r t o m e a s u r e t h e s t a t e p r o b a b i l i t i e s a s f u n c t i o n s o f t i m e . 
An i n t r i g u i n g a s p e c t o f H u g g i n s ' p a p e r w a s t h e i n d i c a t i o n o f 
e q u i v a l e n c e b e t w e e n t h e f l o w - g r a p h a n d a n a l o g u e - c o m p u t e r r e p r e s e n t a ­
t i o n s . T h i s e q u i v a l e n c e p r o v e d t o b e q u i t e p r o f i t a b l e : I n t h e f i v e -
ftft 
m a c h i n e p r o b l e m , h e u s e d t e c h n i q u e s o f f l o w - g r a p h t h e o r y t o f i r s t 
I n s t e p ( 1 ) , H u g g i n s d i d n o t i n c l u d e a n e x p l i c i t s t a t e m e n t o f 
( c o n t i n u o u s - t i m e ) Markovian behavior; h o w e v e r , t h i s i s i m p l i c i t f r o m 
t h e n a t u r e o f t h e b a c k g r o u n d m a t e r i a l c i t e d a n d h i s e a s y a c c o m p l i s h m e n t 
o f s t e p ( 2 ) . 
ftft 
A k n o w l e d g e o f f l o w - g r a p h t h e o r y i s e v i d e n t l y o f some m e r i t i n 
t h e i n v e s t i g a t i o n o f r e p a i r m a n p r o b l e m s . T h i s k n o w l e d g e i s n o t p r o v i d e d 
i n H u g g i n s ' p a p e r [ 9 3 ] . The i n t e r e s t e d r e a d e r s h o u l d r e f e r t o h i s p r e ­
v i o u s p a p e r [ 9 2 ] and t o t h e r e f e r e n c e s c i t e d i n b o t h p a p e r s , e s p e c i a l l y 
t h e w o r k o f M a s o n , L o r e n s , a n d H o w a r d . A d d i t i o n a l r e f e r e n c e s a r e c i t e d 
b y Gue [ 7 4 ] . I f p o s s i b l e , t h e r e a d e r s h o u l d a l s o r e v i e w H o w a r d ' s u n ­
p u b l i s h e d m a n u s c r i p t s [ 8 9 , 9 0 ] w h i c h c o n t a i n a l u c i d a n d e x t e n s i v e 
5 1 
r e d u c e t h e g r a p h t o a v e r y s i m p l e f o r m . T h e c o r r e s p o n d i n g a n a l o g u e -
c o m p u t e r r e p r e s e n t a t i o n t h e n r e q u i r e d o n l y s i x i n t e g r a t o r s a n d o n e 
i n v e r t i n g a m p l i f i e r t o s o l v e t h e p r o b l e m . 
Gue [ 7 4 ] , 1 9 6 6 , h a s e x t e n d e d a n d f o r m a l i z e d t h e n o t i o n o f c o r ­
r e s p o n d e n c e b e t w e e n f l o w g r a p h s a n d a n a l o g u e c o m p u t e r s . H i s p a p e r c o n ­
t a i n s a t a b l e o f a n a l o g o u s f l o w - g r a p h a n d a n a l o g u e - c o m p u t e r e l e m e n t s 
a n d s e v e r a l i l l u m i n a t i n g , c o m p a r a t i v e e x a m p l e s . H i s p r e s e n t a t i o n i s 
n o t r e s t r i c t e d t o r e p a i r m e n p r o b l e m s , b u t a p p l i e s t o f i n i t e q u e u e s a n d 
ft 
f i n i t e M a r k o v p r o c e s s e s i n g e n e r a l . 
R e p a i r m e n w i t h A n c i l l a r y D u t i e s 
M a c h i n e i n t e r f e r e n c e p r o b l e m s i n v o l v i n g o p e r a t o r s w i t h a n c i l l a r y 
d u t i e s — t h a t i s , o p e r a t o r s w i t h d u t i e s o t h e r t h a n t h e s t a r t i n g o f 
s t o p p e d m a c h i n e s — h a v e b e e n o f i n t e r e s t p r i m a r i l y t o t h e t e x t i l e a n d 
o t h e r a u t o m a t e d p r o d u c t i o n i n d u s t r i e s . C o x a n d S m i t h [ 4 0 ] > i n a n 
a c c o u n t b a s e d o n o t h e r w o r k [ 1 1 , 1 3 ] , h a v e i n d i c a t e d t h e m o t i v a t i o n b e ­
h i n d a n d t h e a p p r o a c h t a k e n t o many i n d u s t r y - o r i e n t e d s t u d i e s : 
I n many p r a c t i c a l a p p l i c a t i o n s t h e m o s t u n r e a l i s t i c a s s u m p t i o n 
i n t h e a n a l y s i s o f s e c t i o n 4 . 2 [ w h i c h w a s a d i s c u s s i o n o f 
d e v o t e d o p e r a t i v e s ] i s t h e o n e t h a t t h e o p e r a t i v e i s a l w a y s 
a v a i l a b l e t o r e s t a r t s t o p p e d m a c h i n e s , t h a t i s t h a t t h e r e ­
s t r i c t i o n o n s e r v i c e i s p u r e l y o n e o f c a p a c i t y a n d n o t o n e 
o f a v a i l a b i l i t y . I n f a c t , i n m a c h i n e i n t e r f e r e n c e p r o b l e m s , 
a c c o u n t ( a n d e x a m p l e s ) o f f l o w - g r a p h a n a l y s i s — b o t h s t e a d y - s t a t e a n d 
t i m e - d e p e n d e n t — o f M a r k o v a n d s e m i - M a r k o v p r o c e s s e s . M e t h o d s o f 
a l t e r i n g f l o w g r a p h s t o p e r m i t d i r e c t c a l c u l a t i o n o f some 30 s t e a d y -
s t a t e s t a t i s t i c s o f i n t e r e s t f o r a s y s t e m a r e a l s o g i v e n b y H o w a r d . 
ft 
S y s k i [ 2 1 3 ] h a s g i v e n a u n i f y i n g t r e a t m e n t o f f i n i t e M a r k o v i a n 
q u e u e s . H i s p a p e r c o n t a i n s some 70 r e f e r e n c e s t o o t h e r w o r k i n t h e 
f i e l d . See e s p e c i a l l y § 3 . 3 f o r a d i s c u s s i o n o f q u e u e s w i t h i n p u t f r o m 
f i n i t e p o p u l a t i o n s . 
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some a l l o w a n c e m u s t a l w a y s b e made f o r r e l a x a t i o n a n d p e r s o n a l 
n e e d s , a n d q u i t e o f t e n a l s o t h e o p e r a t i v e w i l l h a v e o t h e r d u t i e s , 
s u c h a s f e t c h i n g r a w m a t e r i a l . . . . A f u l l d i s c u s s i o n o f t h e 
e f f e c t o f a n c i l l a r y w o r k o n t h e r a t e o f p r o d u c t i o n w o u l d r e q u i r e 
a k n o w l e d g e n o t o n l y o f t h e r a t e o f i n c i d e n c e a n d d u r a t i o n o f 
p e r i o d s o f a n c i l l a r y w o r k , b u t a l s o o f t h e p r i o r i t i e s t o b e g i v e n 
t o w o r k o f d i f f e r e n t t y p e s . " I t i s n e a r l y a l w a y s i m p o s s i b l e t o 
s p e c i f y t h e s e t h i n g s a t a l l p r e c i s e l y . Therefore, the most 
sensible thing is to look for^ semi-empirical rules for modifying 
the solutions of section 4.2** ( [ 4 0 ] , p p . 1 0 2 - 1 0 3 . ) 
A p p a r e n t l y , m o s t i n v e s t i g a t o r s h a v e d o n e t h e " s e n s i b l e t h i n g " s i n c e 
t h e r e e x i s t s i n t h e l i t e r a t u r e a p r e p o n d e r a n c e o f s u c h s e m i - e m p i r i c a l 
r u l e s a n d a c o r r e s p o n d i n g p a u c i t y o f f o r m a l t h e o r e t i c a l m o d e l s f o r 
t r e a t i n g c a s e s o f r e p a i r m e n w i t h a n c i l l a r y d u t i e s . 
The m a j o r i t y o f t h e s e s e m i - e m p i r i c a l r u l e s a r e o r i e n t e d t o w a r d 
p r a c t i c a l o p e r a t o r - a s s e s s m e n t a n d w o r k - m e a s u r e m e n t a c t i v i t i e s i n p r o - • 
d u c t i o n s y s t e m s a n d s e e m i n g l y c a n c o n t r i b u t e l i t t l e t o t h e m a i n s t r e a m 
o f t h e o r e t i c a l d e v e l o p m e n t s i n m a c h i n e i n t e r f e r e n c e t h e o r y . T h e w o r k o f 
B e n s o n a n d C o x [ 1 3 ] i s a n o t a b l e e x c e p t i o n , p e r h a p s , b e c a u s e o f i t s v e r y 
s i m p l i c i t y a n d l a c k o f o p e r a t o r i n v o l v e m e n t . 
P a p e r s t r e a t i n g m u l t i - p u r p o s e s e r v e r s a n d a r r i v a l p r i o r i t i e s 
w i l l b e r e v i e w e d i n a l a t e r s e c t i o n o f t h i s l i t e r a t u r e s u r v e y . 
ft ft 
I t a l i c s a d d e d . 
A d e t a i l e d d i s c u s s i o n o f t h e s e s e m i - e m p i r i c a l r u l e s f o r a d j u s t ­
i n g d e v o t e d - r e p a i r m a n s t a t i s t i c s t o r e f l e c t t h e e f f e c t o f a n c i l l a r y 
w o r k i s b e y o n d t h e s c o p e o f t h i s s u r v e y . The i n t e r e s t e d r e a d e r may 
r e f e r t o J o n e s [ 1 1 5 ] f o r a t h o r o u g h d i s c u s s i o n o f w o r k m e a s u r e m e n t , 
o p e r a t o r c o m p e n s a t i o n , p e r s o n a l a n d f a t i g u e a l l o w a n c e s , e t c . , i n m u l t i -
m a c h i n e a s s i g n m e n t s . See a l s o t h e p a p e r s l i s t e d u n d e r Code 1 3 0 , p . J - 4 , 
i n " I n d e x t o The Journal of Industrial Engineering, V o l u m e I 1 9 4 9 
t h r o u g h V o l u m e X V I I I 1 9 6 7 " ( A m e r i c a n I n s t i t u t e o f I n d u s t r i a l E n g i n e e r s , 
New Y o r k , N . Y . ) . A l e s s i n v o l v e d d i s c u s s i o n i s g i v e n b y O ' C o n n o r [ 1 6 9 ] , 
The p a p e r b y B e n s o n , M i l l e r , a n d T o w n s e n d [ 1 5 ] may a l s o b e o f i n t e r e s t . 
I t g i v e s a n o n - m a t h e m a t i c a l a c c o u n t o f t h e p r o b l e m a n d d i s c u s s e s i n 
d e t a i l , w i t h e x a m p l e s , a n u m b e r o f a p p l i c a t i o n s i n t h e w o o l - t e x t i l e 
i n d u s t r y . F o r o t h e r i n d u s t r i a l a p p l i c a t i o n s s e e M a n g e l s d o r f [ 1 5 1 ] a n d 
a d d i t i o n a l r e f e r e n c e s c i t e d b y H i l l i e r [ 8 4 ] . 
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B e n s o n a n d C o x [ 1 3 3 , 1 9 5 1 , h a v e o b t a i n e d f r o m g e n e r a l , b u t r e a ­
s o n a b l e ( a s p r o v e d b y B e n s o n [ 1 1 3 ) a r g u m e n t s some v e r y s i m p l e r u l e s f o r 
t h e t r e a t m e n t o f s p e c i a l c a s e s o f a n c i l l a r y d u t i e s . F o r a l l c a s e s o f 
" l o o s e a n c i l l a r y w o r k , " w h i c h t h e o p e r a t i v e c a n a r r a n g e t o d o d u r i n g 
p e r i o d s w h e n a l l m a c h i n e s a r e r u n n i n g , t h e y g a v e t h e r u l e : 
I f a f r a c t i o n L o f t h e o p e r a t i v e ' s t i m e h a s t o b e s p e n t o n 
l o o s e a n c i l l a r y w o r k , t h e n — ( i ) t h e m a x i m u m r a t e o f p r o d u c ­
t i o n i s ( l - L ) / x ; ( i i ) t o f i n d t h e m i n i m u m n u m b e r N Q o f 
m a c h i n e s t o a t t a i n t h i s r a t e o f p r o d u c t i o n , f i n d t h e v a l u e o f 
N i n t h e t a b l e s t h a t g i v e s o p e r a t i v e e f f i c i e n c y ( l - L ) . 
( [ 1 3 ] , p . 8 0 . ) 
H e r e N i s t h e n u m b e r o f m a c h i n e s a n d 1 / x i s t h e m a x i m u m r a t e o f p r o d u c ­
t i o n f o r t h e d e v o t e d r e p a i r m a n c a s e . 
F o r " f i x e d a n c i l l a r y w o r k , " w h i c h t h e o p e r a t i v e m u s t d o a t c e r ­
t a i n t i m e s r e g a r d l e s s o f t h e s t a t e o f t h e m a c h i n e s , B e n s o n a n d C o x g a v e 
r u l e s f o r o n l y t w o c a s e s , " c o n c e n t r a t e d " ' a n d " s p r e a d " f i x e d a n c i l l a r y 
w o r k : 
I f a f r a c t i o n C o f t h e o p e r a t i v e ' s t i m e m u s t b e s p e n t o n c o n c e n t 
t r a t e d a n c i l l a r y w o r k , t h e m a c h i n e a v a i l a b i l i t y a n d r a t e o f 
p r o d u c t i o n a r e ( 1 - C ) t i m e s t h o s e d e d u c e d f r o m t h e t a b l e s . 
( [ 1 3 ] , p . 8 0 . ) 
I f a f r a c t i o n S o f t h e o p e r a t i v e ' s t i m e i s s p e n t o n s p r e a d 
a n c i l l a r y w o r k , d e f i n e a n e w v a l u e x 1 = x / l - S . P r o v i d e d t h a t 
t h e o p e r a t i v e e f f i c i e n c y i s n e a r 1 , i t a n d t h e m a c h i n e a v a i l ­
a b i l i t y a r e f o u n d b y e n t e r i n g t h e T a b l e s a t x ' i n s t e a d o f a t 
x . ( [ 1 3 ] , p . 8 0 . ) 
C o n c e n t r a t e d f i x e d a n c i l l a r y w o r k c o n s i s t s o f i n f r e q u e n t l y o c c u r r i n g 
a n c i l l a r y w o r k w h i c h i s o f l o n g d u r a t i o n c o m p a r e d t o t h e i n t e r - s t o p p a g e 
t i m e o f a m a c h i n e . The r u l e r e f l e c t s a n e g l e c t o f p r o d u c t i o n o c c u r r i n g 
w h i l e t h e a n c i l l a r y w o r k i s b e i n g d o n e . S p r e a d f i x e d a n c i l l a r y w o r k 
c o n s i s t s o f a l a r g e n u m b e r o f v e r y s h o r t a n c i l l a r y w o r k p e r i o d s s p r e a d 
a p p r o x i m a t e l y u n i f o r m l y i n t i m e . The r u l e r e f l e c t s a r e g a r d o f t h e 
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mean c l e a r i n g t i m e a s b e i n g i n c r e a s e d b y t h e f a c t o r l / ( l - S ) . 
B e n s o n a n d C o x [ 1 3 ] a l s o g a v e t w o e x a m p l e s i l l u s t r a t i n g t h e u s e 
o f t h e r u l e s . One e x a m p l e i n v o l v e s a n o p e r a t i v e who h a s s e v e r a l d i f f e r ­
e n t t y p e s o f a n c i l l a r y d u t i e s . 
I n a f u r t h e r n o t e , B e n s o n [ 1 1 ] , 1 9 5 2 , g a v e a n a n a l y t i c a l f o r m u ­
l a t i o n o f a r e p a i r m a n p r o b l e m i n v o l v i n g a n c i l l a r y w o r k . A s i n g l e o p e r ­
a t i v e ' s t i m e w a s r e g a r d e d a s b e i n g made up o f p e r i o d s o f w o r k o n t h e 
m a c h i n e s ( " m a c h i n e p e r i o d s " ) a n d a w a y f r o m t h e m a c h i n e s ( " e x t e r n a l 
p e r i o d s " ) . E a c h o f t h e N m a c h i n e s w e r e a s s u m e d t o h a v e n e g a t i v e -
e x p o n e n t i a l l y d i s t r i b u t e d s t o p p a g e a n d c l e a r i n g t i m e s w i t h p a r a m e t e r s 
Y a n d c , r e s p e c t i v e l y . To i n s t a l l a m e a s u r e o f g e n e r a l i t y i n t o t h e 
s o l u t i o n , B e n s o n a s s u m e d t h a t t h e d u r a t i o n s o f m a c h i n e a n d e x t e r n a l 
p e r i o d s h a v e c h i - s q u a r e d i s t r i b u t i o n s w i t h 2p a n d 2 a d e g r e e s o f f r e e -
d o m , r e s p e c t i v e l y , a n d w i t h mean v a l u e s p / m a n d a / a , r e s p e c t i v e l y . 
it* 
U s i n g a d e v i c e s u g g e s t e d b y K e n d a l l [ 1 2 7 ] , h e d e v e l o p e d a n u m b e r 
o f s t a g e - d e s c r i p t i v e ( r = l , 2 , • • , p ; s = l , 2 , • • • , a ) , s t e a d y - s t a t e , r e c u r ­
r e n c e r e l a t i o n s a m o n g v a r i o u s s t a t e p r o b a b i l i t i e s a n d i n v o l v i n g t h e 
p a r a m e t e r s Y» C , r , p , s , a , m , a n d a . The s t a g e p a r a m e t e r s , r a n d s , 
w e r e e l i m i n a t e d b y a p p r o p r i a t e s u m m a t i o n s t o o b t a i n f i n a l l y 
W ' . . . . . . 
N o t e t h a t t h e ktn E r l a n g i a n d i s t r i b u t i o n i s a c h i - s q u a r e d i s ­
t r i b u t i o n w i t h 2 k d e g r e e s o f f r e e d o m . 
ft* 
K e n d a l l ' s d e v i c e i s a n a p p l i c a t i o n o f t h e " m e t h o d o f s t a g e s , " 
o r i g i n a l l y d e v i s e d b y E r l a n d [ 1 8 ] t o r e p r e s e n t n o n - n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l 
d i s t r i b u t i o n s i n t e r m s o f n e g a t i v e e x p o n e n t i a l d i s t r i b u t i o n s . L e t x ^ 
( i = l , 2 , • • • , k ) b e a n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l v a r i a t e w i t h m e a n 1 / u . T h e n 
y = x ^ + X2 + • • • + x ^ i s d i s t r i b u t e d a c c o r d i n g t o t h e kth E r l a n g i a n 
d i s t r i b u t i o n a n d h a s mean k / y . 
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c P M ( v ) = ( v + l ) Y { P M ( v + l ) + P E ( v + l ) } , ( 3 5 ) 
w h e r e P ^ ( v ) i s t h e p r o b a b i l i t y t h a t v m a c h i n e s a r e r u n n i n g d u r i n g a 
m a c h i n e p e r i o d a n d P ^ ( v ) i s t h e p r o b a b i l i t y t h a t v m a c h i n e s a r e r u n n i n g 
d u r i n g a n e x t e r n a l p e r i o d . T h i s l a s t e q u a t i o n w a s s u p p o r t e d b y s e v e r a l 
o t h e r r e l a t i o n s h i p s w h i c h w e r e r e s t r i c t e d t o s p e c i a l c a s e s o f t h e 
p a r a m e t e r s . 
B e n s o n w a s n o t a b l e t o o b t a i n a g e n e r a l s o l u t i o n f o r t h e P w ( v ) 
M 
a n d P E ( v ) . 
A g e n e r a l s o l u t i o n o f t h e s e e q u a t i o n s i s d i f f i c u l t t o o b t a i n 
b u t t h e e q u a t i o n s h a v e b e e n s o l v e d f o r t w o c a s e s , ( i ) w h e n 
t h e d u r a t i o n s o f b o t h m a c h i n e a n d e x t e r n a l p e r i o d s h a v e n e g a ­
t i v e e x p o n e n t i a l d i s t r i b u t i o n s ( i . e . , p = a = l ) , a n d ( i i ) w h e n 
t h e d u r a t i o n s o f m a c h i n e p e r i o d s h a v e a n e g a t i v e e x p o n e n t i a l 
d i s t r i b u t i o n b u t t h e d u r a t i o n o f e x t e r n a l p e r i o d s i s c o n s t a n t 
( i . e . , p = l , a - x » ) . ( [ 1 1 ] , p . 2 0 2 . ) 
I n a d d i t i o n , B e n s o n v a l i d a t e d t h e e x t r e m e - c a s e r u l e s o b t a i n e d b y g e n e r a l 
a r g u m e n t s i n t h e p r e v i o u s p a p e r [ 1 3 ] b y s h o w i n g t h e m t o b e l i m i t i n g c a s e s 
o f t h e f o r m a l l y d e r i v e d s o l u t i o n . A c o n f i n e d r e p o r t o f r e s u l t s o b t a i n e d 
b y B e n s o n [ 1 1 ] a n d B e n s o n a n d Cox [ 1 3 ] a p p e a r e d , w i t h e x a m p l e s t a k e n 
f r o m B e n s o n , M i l l e r , a n d T o w n s e n d [ 1 5 ] , i n t h e 1 9 6 1 m o n o g r a p h b y C o x a n d 
S m i t h ( [ 4 0 ] , p p . 1 0 2 - 1 0 6 ) . 
R o s e n b e r g [ 1 9 3 ] , 1 9 6 3 , t r e a t e d a c a s e o f a n c i l l a r y w o r k i n v o l v i n g 
o n e r e p a i r m a n , N m a c h i n e s , n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l l y d i s t r i b u t e d f a i l u r e 
t i m e s , a n d g e n e r a l l y d i s t r i b u t e d s e r v i c e t i m e s . I n R o s e n b e r g ' s m o d e l , 
t h e r e p a i r m a n s e r v i c e s m a c h i n e s i n t h e u s u a l w a y u n t i l s u c h t i m e a s 
t h e r e a r e n o m a c h i n e s w a i t i n g f o r r e p a i r . He t h e n d e p a r t s f o r a f i x e d 
t i m e C t o p e r f o r m a n c i l l a r y d u t i e s . U p o n r e t u r n i n g , h e b e g i n s s e r v i c i n g 
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f a i l e d mach ines as b e f o r e ( resmain ing i d l e u n t i l a mach ine f a i l s i f n o 
f a i l u r e s have o c c u r r e d d u r i n g h i s a b s e n c e ) . R o s e n b u r g ' s a n a l y s i s l e d t o 
s t a t i o n a r y p r o b a b i l i t i e s f o r t h e number o f w o r k i n g m a c h i n e s . 
More r e c e n t l y , T h i r u v e n g a d a m [ 2 3 3 ] , 1 9 6 5 , has a p p r o a c h e d t h e 
p r o b l e m o f a n c i l l a r y w o r k w i t h t h e use o f d i s c r e t e t r a n s f o r m s t o o b t a i n 
c l o s e d - f o r m s o l u t i o n s f o r ( 1 ) t h e d i s t r i b u t i o n o f t h e number o f mach ines 
a w a i t i n g r e p a i r and ( 2 ) t h e s t o c h a s t i c l a w o f t h e b u s y p e r i o d . A 
s i n g l e s e r v e r , n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l l y d i s t r i b u t e d i n t e r f a i l u r e t i m e s , 
and a r b i t r a r i l y d i s t r i b u t e d s e r v i c e t i m e s were assumed. I n T h i r u v e n ­
g a d a m ' s m o d e l , o c c u r r e n c e ( s t o c h a s t i c a l l y ) o f a n c i l l a r y d u t y d u r i n g 
r e p a i r o f a machine w o u l d r e s u l t i n t h e o p e r a t o r ' s i m m e d i a t e d e p a r t u r e , 
w i t h s e r v i c e b e i n g resumed o n t h e same machine upon h i s r e t u r n . 
T h i r u v e n g a d a m ' s r e s u l t s a r e v e r y s i m i l a r t o t h o s e o b t a i n e d i n t w o 
r e l a t e d p a p e r s [ 1 0 7 , 2 3 6 ] b y Th i ruvengadam and J a i s w a l on mach ine i n t e r ­
f e r e n c e w i t h p r i o r i t y s e r v i c i n g . These w i l l be d i s c u s s e d i n a l a t e r 
s e c t i o n . 
Machine I n t e r f e r e n c e w i t h O v e r n i g h t R e p a i r 
E l c e and L i e b e c k [ 4 8 ] , 1 9 6 6 , have i n v e s t i g a t e d a mach ine i n t e r ­
f e r e n c e p r o b l e m i n w h i c h an i n t e r m i t t e n t l y o p e r a t i n g g r o u p o f m a c h i n e s 
i s made f u l l y o p e r a t i v e b e f o r e each i n t e r v a l o f s y s t e m a c t i v i t y . T h e i r 
mode l i n v o l v e d n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l l y d i s t r i b u t e d r e p a i r and f a i l u r e 
t i m e s , N m a c h i n e s , and a s i n g l e r e p a i r m a n . Each w o r k p e r i o d o f f i x e d 
l e n g t h T s t a r t s a t t i m e t = 0 w i t h a l l machines i n w o r k i n g o r d e r . D u r i n g 
t h e i n t e r v a l [ 0 , T ] , t h e r e p a i r m a n s e r v i c e s f a i l i n g mach ines i n t h e u s u a l 
w a y . A t t i m e t = T , a l l w o r k ceases and any mach ines w h i c h w e r e t h e n 
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nonopera t ive are r e s t o r e d t o f u l l work ing order b e f o r e a new work i n t e r ­
v a l i s s t a r t e d . Elce and Liebeck ob ta ined expressions f o r ( 1 ) a ( t ) , 
the expected number o f machines work ing a t t ime t ; ( 2 ) upper and lower 
bounds f o r a ( t ) ; ( 3 ) upper and lower bounds f o r the expected number o f 
machine hours worked d u r i n g each i n t e r v a l [ 0 , T ] . 
Cooperat ing Repairmen 
Bawa and N a i r [ 7 ] , 1966, have c o n s t r u c t e d a model which permi ts 
the c a l c u l a t i o n o f a machine's expected w a i t i n g t ime f o r s e r v i c e when 
a group o f N machines i s tended by c repairmen who cooperate accord ing 
t o a p a r t i c u l a r , w e l l - d e f i n e d , s ta te -dependent s e r v i c e scheme. Severa l 
repairmen may cooperate on a s e r v i c e c a l l o n l y i n those s t a t e s where no 
machine i s w a i t i n g f o r s e r v i c e , and a new dispersement o f repairmen 
r e s u l t s whenever the system changes s t a t e . The f a i l u r e t imes o f a 
machine are assumed t o be n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l l y d i s t r i b u t e d as are the 
s e r v i c e t i m e s ; however, f o r the l a t t e r the mean s e r v i c e r a t e depends on 
the s t a t e o f the system and the cooperat ive s e r v i c e p o l i c y . 
Using an example from Palm's paper [ 1 7 4 ] , Bawa and N a i r demon­
s t r a t e d how one could determine the optimum number o f coopera t ing 
repairmen t o ass ign t o N machines accord ing t o c e r t a i n economic and 
e f f e c t i v e n e s s c r i t e r i a . This s o l u t i o n was c o n t r a s t e d w i t h Palm's s o l u ­
t i o n f o r the analogous problem i n v o l v i n g non-coopera t ing repa i rmen. 
The comparison presented a s t r o n g case f o r the use o f c o o p e r a t i n g -
repairmen assignments. 
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P a t r o l l i n g Repai rmen 
A number o f i n v e s t i g a t o r s — R u n n e n b u r g [ 1 9 4 ] ; Mack , M u r p h y , and 
Webb [ 1 ^ 9 ] ; Mack [ 1 4 8 ] ; Howie and Shenton [ 9 1 ] ; B e n - I s r a e l and Naor 
[ 9 , 1 0 ] ; and o t h e r s — h a v e s t u d i e d s i t u a t i o n s where a r e p a i r m a n o b s e r v e s 
a r e g u l a r s y s t e m o f p a t r o l l i n g . I n s u c h c a s e s , t h e r e p a i r m a n may be 
t h o u g h t o f as v i s i t i n g each machine i n a p r e s c r i b e d c y c l i c o r d e r , 
s p e n d i n g a t i m e t j i n w a l k i n g be tween m a c h i n e s , a t i m e w i t h mach ines 
t h a t a r e r u n n i n g , and a t i m e t ^ w i t h mach ines t h a t a r e n o n o p e r a t i v e . 
R e g u l a r p a t r o l l i n g schemes a r e o f t e n a d v a n t a g e o u s when m a c h i n e s a r e 
d i s t r i b u t e d o v e r a l a r g e a r e a a n d / o r i t i s i m p o r t a n t t o e x a m i n e each 
machine f r e q u e n t l y . T h e i r d i s a d v a n t a g e l i e s i n t h e f a c t t h a t a s t o p p e d 
mach ine may r e m a i n down f o r a l o n g t i m e even when n o o t h e r m a c h i n e s a r e 
s t o p p e d . 
F o r m a l work on machine i n t e r f e r e n c e p r o b l e m s i n v o l v i n g s y s t e m a t i c 
p a t r o l l i n g was p r e c e d e d b y t h e e m p i r i c a l e f f o r t s o f , f o r e x a m p l e , S t r i b -
l i n g [ 2 0 9 ] i n 1952 and Hahn [ 7 6 ] i n 1 9 5 5 . An e a r l y d i s c u s s i o n o f a 
p a t r o l l i n g o p e r a t o r was g i v e n b y B r u n n s c h w e i l e r [ 1 9 ] i n 1 9 5 4 ; h o w e v e r , 
t h e f i r s t m o d e l o f g e n e r a l s i g n i f i c a n c e was p r o b a b l y t h a t p r e s e n t e d b y 
Mack, M u r p h y , and Webb [ 1 4 9 ] i n 1 9 5 7 . 
The p a t r o l l m g - o p e r a t o r mode l was o r i g i n a l l y c o n c e i v e d and 
d e v e l o p e d f o r a t e x t i l e - i n d u s t r y a p p l i c a t i o n . However , i t a l s o has 
p a r a l l e l s i n m a i n t e n a n c e p r o b l e m s a s s o c i a t e d w i t h f l e e t - t y p e t r a n s p o r ­
t a t i o n s y s t e m s . F o r e x a m p l e , as d e s c r i b e d i n a p a p e r b y Ewashko and 
Baglow [ 5 1 ] , t h e Mid-Canada L i n e ( r a i l r o a d ) uses a h e l i c o p t e r t o t r a n s ­
p o r t a r e p a i r crew be tween s e v e r a l i s o l a t e d s i t e s t o p e r f o r m p r e v e n t i v e 
and o t h e r m a i n t e n a n c e i n a c c o r d a n c e w i t h a s p e c i f i e d p r o g r a m . A l t h o u g h 
M i d - C a n a d a ' s p r o b l e m i s somewhat more c o m p l i c a t e d t h a n t h o s e t r e a t e d 
h e r e , t h e same b a s i c c o n s i d e r a t i o n s o f s e r v i c e t i m e s , t r a v e l t i m e s , and 
v i s i t s e q u e n c i n g a r e i n v o l v e d . 
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The assumptions o f Mack et al. were ( 1 ) a n e g a t i v e e x p o n e n t i a l 
stoppage t ime d i s t r i b u t i o n w i t h parameter y f o r each o f N machines; a 
constant t ime k^ f o r the o p e r a t i v e t o walk f rom the (i-l)th t o the ith 
machine and i n s p e c t and s e r v i c e i t , be fo re r e p a i r i n g i t o r proceeding 
t o the nex t machine; and (3 ) an a d d i t i o n a l constant t ime R t o r e p a i r 
and r e s t a r t any stopped machine. Let q^ denote the p r o b a b i l i t y t h a t 
p r e c i s e l y n machines r e q u i r e d r e p a i r on a t o u r o f a l l machines and 
de f ine K by 
N o t i n g t h a t the p r o b a b i l i t y t h a t t h e machine w i t h which the o p e r a t i v e 
-y(NK+n 
s t a r t e d a cyc le i s s t i l l r u n n i n g a t the end o f t h a t cyc le i s e T 
Mack et al. e s t a b l i s h e d the recurrence r e l a t i o n 
N 
i = l 
y k . = NK. 
^ i C36) 
% 6 
- Y (NK+nR) - Y LNK+(n+ l )R ] 
V (37) 
which was shown t o have the unique s o l u t i o n 
i ) (ab-lKb-Dq^ (38) 
where a 
vR . YNK 
= e , b = e ' , and q i s determined f rom 
(39) 
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This r e s u l t enabled Mack et al. t o determine formulae f o r the average 
d u r a t i o n o f a r o u n d , the average number o f machines found stopped 
d u r i n g a r o u n d , the f r a c t i o n o f t ime an o p e r a t i v e spends on r e p a i r , 
and machine r u n n i n g e f f i c i e n c y . A t a b l e o f machine r u n n i n g e f f i c i e n c y 
( i . e . , " the percentage o f r u n n i n g t ime t o t o t a l (s topped • r u n n i n g ) 
t i m e " ) f o r va r ious values o f N, yR, and yNK was a l s o g i v e n . 
Mack [ 1 4 8 ] extended these r e s u l t s t o the case where the machines 
may break down s t o c h a s t i c a l l y i n any o f M ways, each way j ( j * l , 2 , • •• • ,M) 
hav ing a nega t ive e x p o n e n t i a l i n t e r - o c c u r r e n c e t ime d e n s i t y f u n c t i o n 
w i t h p a r a m e t e r y.. a n d a n a s s o c i a t e d c o n s t a n t r e p a i r t ime • The m o d e l 
was f o r m u l a t e d and so lved i n a manner s i m i l a r t o t h a t employed i n the 
prev ious paper [ 1 4 9 ] ; however, " the p r o b a b i l i t y t h a t t h e ith machine 
f rom the re fe rence and no o t h e r i s found stopped on a round i s n o t 
independent o f i i n genera l as i t i s when r e p a i r t imes are constant 
. . . , and t h i s causes some d i f f e r e n c e i n the t r e a t m e n t o f the two 
cases" ( [ 1 4 8 ] , p . 1 7 3 ) . Mack descr ibed a conversion o f h i s model t o 
one i n v o l v i n g r e p a i r t imes w h i c h a r e c o n t i n u o u s l y d i s t r i b u t e d , so t h a t 
h i s paper i n f a c t extends the p rev ious model [ 1 4 9 ] t o the case where 
r e p a i r t imes have a d e n s i t y d i s t r i b u t i o n o f a very genera l n a t u r e . 
I t i s wor th n o t i n g t h a t t h e e s s e n t i a l d i f f e r e n c e between s y s ­
temat ic p a t r o l l i n g models and the c o n c e p t u a l l y ( b u t n o t m a t h e m a t i c a l l y ) 
s i m p l e r models p r e v i o u s l y d iscussed i s i n h e r e n t i n the w a l k i n g t ime 
e f f e c t and n o t i n the queue d i s c i p l i n e . Witness: 
A g a i n , our formulae f o r the case o f zero w a l k i n g t ime agree w i t h 
those o f A s h c r o f t , d e s p i t e the d i f f e r e n c e i n assumption about 
the o rder o f d e a l i n g w i t h the machines when more than one i s 
s topped. This i s t o be expected when r e p a i r t imes are c o n s t a n t , 
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f o r i t i s i m m a t e r i a l w h i c h o f s e v e r a l s t o p p e d m a c h i n e s i s 
s t a r t e d f i r s t . ( [ 1 4 9 ] , p . 1 6 7 . ) 
As f a r a s I am a w a r e o n l y A s h c r o f t ( 1 9 5 0 ) h a s t r e a t e d g e n e r a l l y 
d i s t r i b u t e d r e p a i r t i m e s a n d h e d e a l t o n l y w i t h t h e e f f i c i e n c y 
i n t h e z e r o w a l k i n g c a s e . H i s s o l u t i o n a n d t h a t g i v e n i n t h i s 
p a p e r a r e t h e same w h e n N = 2 , 3 , a n d 4 , a n d i t s e e m s p r o b a b l e 
t h a t t h i s i s t r u e g e n e r a l l y t h o u g h i t i s n o t e a s y t o d e m o n s t r a t e . 
( [ 1 4 8 ] , p . 1 7 3 . ) 
H o w i e a n d S h e n t o n [ 9 1 ] h a v e a p p r o a c h e d t h e s y s t e m a t i c p a t r o l l i n g 
p r o b l e m f r o m a d i f f e r e n t v i e w p o i n t . T h e y s t u d i e d a s i n g l e m a c h i n e u n d e r 
t h e a s s u m p t i o n t h a t i t ( 1 ) s t o p s w h e n t o t a l r u n n i n g t i m e r e a c h e s a 
f i x e d v a l u e T ; ( 2 ) h a s a c c i d e n t a l s t o p s a c c o r d i n g t o a u n i f o r m p r o b a ­
b i l i t y d i s t r i b u t i o n ; a n d ( 3 ) i s p a t r o l l e d , t h a t i s , i n s p e c t e d a n d 
r e s t a r t e d i f n e c e s s a r y , a t f i x e d i n t e r v a l s P w h i c h may b e l e s s t h a n T . 
T h e y w e r e a b l e t o e x p r e s s i n t e r m s o f L a g u e r r e p o l y n o m i a l s t h e p r o b a ­
b i l i t y d i s t r i b u t i o n o f t h e n u m b e r o f p a t r o l s r e q u i r e d t o e x h a u s t t h e 
m a c h i n e ' s t o t a l r u n n i n g t i m e . , A n u m b e r o f p r o p e r t i e s o f t h e d i s t r i b u ­
t i o n w e r e i l l u s t r a t e d b y a n e x a m p l e a n d i t s a s y m p t o t i c n o r m a l i t y a s T 
i n c r e a s e s w a s e s t a b l i s h e d . 
B e n - I s r a e l a n d N a o r [ 9 ] h a v e p r e s e n t e d a d i s c o u r s e o n s y s t e m s 
i n w h i c h a r e p a i r m a n a t t e n d s a n u m b e r o f m a c h i n e s , d e v o t i n g some o f 
h i s t i m e t o a n c i l l a r y d u t i e s , i n s p e c t i o n , a n d w a l k i n g . T h r o u g h o u t t h e 
i n v e s t i g a t i o n , i t w a s a s s u m e d t h a t d i r e c t a t t e n d a n c e t i m e o n a m a c h i n e 
w a s i n d e p e n d e n t o f t h e s t a t e o f t h a t m a c h i n e . T h i s a s s u m p t i o n s e r v e d 
t o f o c u s a n a l y t i c a l e m p h a s i s o n t h e d i s t r i b u t i o n o f i n t e r - m a c h i n e 
" w a l k i n g " t i m e s . T h e v a r i o u s m o d e l s d i s c u s s e d w e r e d i f f e r e n t i a t e d 
a c c o r d i n g t o t h e f o l l o w i n g c o n s i d e r a t i o n s : ( 1 ) s u c c e s s i v e ( o r d e r e d ) 
v e r s u s s i m u l t a n e o u s a t t e n d a n c e t o a g r o u p o f m a c h i n e s ; ( 2 ) c o n s t a n t 
P o i s s o n b r e a k d o w n i n t e n s i t y o f t h e w h o l e s y s t e m v e r s u s c o n s t a n t P o i s s o n 
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b r e a k d o w n i n t e n s i t y o f i n d i v i d u a l , o p e r a t i v e m a c h i n e s ; ( 3 ) d i f f e r e n t 
a s s u m p t i o n s r e g a r d i n g a t t e n d a n c e t i m e s , i n c l u d i n g t h e c a s e s o f o p e r a t o r 
i n t e r a r r i v a l ( r o u n d ) t i m e s f o l l o w i n g c o n s t a n t , e x p o n e n t i a l , g a m m a , o r 
g e n e r a l p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n s . I n a l l , 16 m a j o r m o d e l s a n d t h e i r 
r a m i f i c a t i o n s w e r e d i s c u s s e d . F o r m u l a e w e r e o b t a i n e d f o r t h e f i r s t t w o 
m o m e n t s a n d , i n m o s t c a s e s , f o r t h e p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n o f ( l ) t h e 
n u m b e r o f s t o p p e d m a c h i n e s o b s e r v e d b y a r a n d o m c o n t r o l l e r , ( 2 ) t h e 
n u m b e r o f s t o p p e d m a c h i n e s o b s e r v e d b y t h e r e p a i r m a n d u r i n g o n e r o u n d , 
a n d ( 3 ) t h e w a i t i n g t i m e u n t i l r e p a i r o f a s t o p p e d m a c h i n e . Much o f 
t h i s i n f o r m a t i o n w a s s u m m a r i z e d i n a c o n v e n i e n t t a b u l a r f o r m . 
N a o r [ 1 6 3 ] h a d p r e v i o u s l y s t u d i e d s i m u l t a n e o u s s e r v i c e u n d e r t h e 
h e a d i n g o f " E n d s D o w n " m o d e l s . He d e r i v e d v a r i o u s m e a n , v a r i a n c e , a n d 
d e n s i t y f u n c t i o n f o r m u l a e f o r t h e n u m b e r o f s t o p p e d m a c h i n e s a s o b s e r v e d 
b y a r a n d o m c o n t r o l l e r a n d a s o b s e r v e d b y t h e r e p a i r m a n . A s o n l y h i s 
f i n a l r e s u l t s a r e q u o t e d i n t h e l a t t e r p a p e r [ 9 ] , b o t h p a p e r s s h o u l d 
b e r e a d t o g e t h e r . 
I n a n e x t e n s i o n t o t h e i r p r e v i o u s p a p e r [ 9 ] , B e n - I s r a e l a n d N a o r 
[ 1 0 ] s t u d i e d a s y s t e m w h i c h h a d e l e m e n t s o f b o t h s i m u l t a n e o u s a n d s u c -
c e s s i o n a l a t t e n d a n c e t o m a c h i n e s . T h e i r m o d e l a s s u m e d t h a t m a c h i n e s 
a r e s e r v i c e d i n g r o u p s a n d t h a t r e p a i r o f m a c h i n e s b e l o n g i n g t o t h e same 
g r o u p i s s i m u l t a n e o u s w h i l e d i f f e r e n t g r o u p s a r e d e a l t w i t h s u c c e s s i v e l y . 
F o r m u l a e w e r e d e r i v e d f o r t h e mean a n d v a r i a n c e o f t h e n u m b e r o f s t o p p e d 
m a c h i n e s a s o b s e r v e d b y a r a n d o m c o n t r o l l e r a n d a s o b s e r v e d b y t h e 
r e p a i r m a n , 
T s u b a k i [ 2 4 1 ] h a s a p p l i e d c a l c u l u s a n d g r a p h s , r a t h e r t h a n s t o ­
c h a s t i c b i r t h - a n d - d e a t h t h e o r y , t o d i s c u s s t h e o p t i m u m a s s i g n m e n t o f 
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o p e r a t o r s w h o a t t e n d s p i n n i n g f r a m e s w h i l e w a l k i n g a l o n g a f i x e d r o u t e . 
He s t u d i e d t h e e f f e c t o f v a r y i n g t h e n u m b e r o f o p e r a t o r s a n d / o r t h e 
m a c h i n e s p e e d o n t h e t o t a l c o s t o f l a b o r , p r o d u c t i o n l o s s , a n d m a t e r i a l 
w a s t e . A n a p p r o x i m a t e s o l u t i o n w a s o b t a i n e d a n d t h e r e s u l t s w e r e p r e ­
s e n t e d i n v a r i o u s g r a p h s , f r o m w h i c h o n e c o u l d d e d u c e t h e o p t i m a l 
s t r a t e g y . 
C o n w a y , M a x w e l l , a n d Sampson [ 3 2 ] h a v e a l s o u s e d a n o n - q u e u e i n g 
t h e o r y a p p r o a c h t o t h e s t u d y o f a p a t r o l l i n g r e p a i r m a n . F i r s t , t h e y 
d e v e l o p e d e q u a t i o n s s h o w i n g v a r i o u s t i m e r e q u i r e m e n t s made u p o f d e t e r ­
m i n i s t i c a n d s t o c h a s t i c e l e m e n t s . T h e n , , u s i n g a M o n t e C a r l o s i m u l a t i o n 
t o g e n e r a t e v a l u e s f o r t h e r a n d o m v a r i a b l e s , t h e y a p p r o x i m a t e d t h e 
s o l u t i o n t o t h e s e e q u a t i o n s . The p r o c e d u r e w a s d e m o n s t r a t e d o n a n 
e x a m p l e i n v o l v i n g t h r e e m a c h i n e s a n d a s i n g l e o p e r a t o r . A l s o p r e s e n t e d 
was a n ALGOL p r o g r a m f o r c o m p u t e r s o l u t i o n w h i c h s h o w e d m a n - a n d 
m a c h i n e - i d l e t i m e , p r o d u c t i o n , a n d mean c y c l e l e n g t h a s o u t p u t s . 
R e p a i r m a n M o d e l s w i t h P r i o r i t y S e r v i c i n g 
B e n s o n a n d C o x [ 1 3 ] a p p a r e n t l y w e r e t h e f i r s t i n v e s t i g a t o r s t o 
s t u d y a m a c h i n e i n t e r f e r e n c e p r o b l e m w h e r e t h e o r d e r o f s e r v i c e o f 
f a i l e d m a c h i n e s f o l l o w s a g i v e n p r i o r i t y d i s c i p l i n e . The a s s u m p t i o n s 
o f t h e i r m o d e l w e r e : 
1 . One r e p a i r m a n a n d N m a c h i n e s . 
2 . E a c h m a c h i n e i s s u b j e c t t o t w o d i f f e r e n t t y p e s o f r a n d o m l y 
o c c u r r i n g f a i l u r e s . 
See P a g e [ 1 7 2 ] f o r a r e v i e w a n d c r i t i q u e o f t h e u s e o f c o m p u t e r s 
i n t h e s t u d y o f q u e u e i n g p r o b l e m s . 
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3 . E a c h t y p e o f f a i l u r e r e q u i r e s a s e r v i c e t i m e t h a t f o l l o w s a 
n e g a t i v e e x p o n e n t i a l d i s t r i b u t i o n . T h a t i s , t h e r e a r e t w o t y p e s o f 
s e r v i c e w h i c h c o r r e s p o n d r e s p e c t i v e l y t o t h e t w o t y p e s o f m a c h i n e 
b r e a k d o w n s . 
4 . F a i l u r e s o f t h e f i r s t t y p e a r e a l w a y s r e p a i r e d f i r s t , b u t 
t h i s p r i o r i t y i s " n o n p r e e m p t i v e " i n t h e s e n s e t h a t a r r i v a l o f a h i g h 
p r i o r i t y j o b c a n n o t d i s p l a c e a l o w e r p r i o r i t y j o b w h i c h i s a l r e a d y 
u n d e r w a y . 
B e n s o n a n d Cox o b t a i n e d e q u a t i o n s w h i c h i n t e r r e l a t e d t h e s t a ­
t i o n a r y p r o b a b i l i t i e s o f p o s s i b l e s t a t e s o f t h e s y s t e m . W h i l e t h e y 
w e r e u n a b l e t o o b t a i n a g e n e r a l s o l u t i o n t o t h e s e t o f e q u a t i o n s ; t h e y 
d i d r e p o r t t h e r e s u l t s o f n u m e r i c a l s o l u t i o n s f o r s e v e r a l e x a m p l e s 
i n v o l v i n g s m a l l v a l u e s o f N . I n c o m p a r i n g t h e r e l a t i v e a d v a n t a g e o f 
a s s i g n i n g a h i g h e r p r i o r i t y t o t y p e 1 ( t y p e 2 ) f a i l u r e s w h i c h c h a r a c ­
t e r i s t i c a l l y r e q u i r e s h o r t e r ( l o n g e r ) s e r v i c e t i m e s , t h e a u t h o r s c o n ­
c l u d e d f r o m t h e i r l i m i t e d r e s u l t s t h a t 
I t a p p e a r s t o make v e r y l i t t l e d i f f e r e n c e w h e t h e r l o n g o r 
s h o r t s t o p p a g e s a r e c l e a r e d f i r s t . T h i s may b e c o n s i d e r e d 
t o b e a s u r p r i s i n g r e s u l t , s i n c e o n e w o u l d i m a g i n e i n t u i ­
t i v e l y t h a t p r o d u c t i o n w o u l d b e i n c r e a s e d b y a t t e n d i n g f i r s t 
t o m a c h i n e s w h i c h c a n b e r e s t a r t e d q u i c k l y . We s u g g e s t t h a t 
t h e r e a s o n f o r t h e s m a l l d i f f e r e n c e i s t h a t b y n e g l e c t i n g 
l o n g s t o p p a g e s t h e c h a n c e o f i n t e r f e r e n c e i s i n c r e a s e d . 
( [ 1 3 ] , p . 7 7 . ) 
I t may b e o f i n t e r e s t t o n o t e t h a t t h e i n t u i t i v e n o t i o n d o e s a p p e a r t o 
h o l d i n t h e c a s e o f a n i n f i n i t e p o p u l a t i o n o f m a c h i n e s ( [ 2 7 ] ; [ 1 7 8 ] , 
p . 7 6 ) . 
A m a j o r b r e a k t h r o u g h was a c h i e v e d i n 1 9 5 4 w i t h t h e p u b l i c a t i o n 
o f C o b h a m ' s p i o n e e r i n g w o r k [ 2 8 , 2 9 ] o n p r i o r i t y q u e u e i n g f o r a 
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( p a r a m e t r i c a l l y ) g e n e r a l p r i o r i t y s y s t e m . Cobham f o r m u l a t e d a m o d e l 
i n v o l v i n g r c l a s s e s o f n o n p r e e m p t i v e p r i o r i t i e s , P o i s s o n i n p u t w i t h 
p a r a m e t e r X^ ( j = l , 2 , • • • , r ) f o r m e m b e r s o f t h e j t / z c l a s s , n e g a t i v e -
e x p o n e n t i a l l y d i s t r i b u t e d s e r v i c e t i m e s w i t h p a r a m e t e r ( j = l , 2 , * * * , 
r ) f o r m e m b e r s o f t h e j t / z c l a s s , a n d m u l t i p l e c h a n n e l s . T h e m o d e l 
w a s g e n e r a l i z e d t o a l l o w a r b i t r a r y s e r v i c e t i m e d i s t r i b u t i o n s i n t h e 
c a s e o f a s i n g l e c h a n n e l . He o b t a i n e d e x p l i c i t e x p r e s s i o n s f o r t h e 
e x p e c t e d w a i t i n g t i m e o f a u n i t b e l o n g i n g t o t h e j t f t p r i o r i t y c l a s s . 
Cobham m e n t i o n e d t h a t h i s r e s u l t s h a d a p p l i c a t i o n t o m a c h i n e m a i n t e ­
n a n c e , h u t d i d n o t h i m s e l f e x p l o r e t h e f i n i t e p o p u l a t i o n p r o b l e m . 
C o b h a m ' s w o r k s e r v e d t o s e t t h e m o o d a n d o b j e c t o f l a t e r i n v e s t i ­
g a t i o n s o f p r i o r i t y q u e u e i n g b y d e m o n s t r a t i n g t h a t f r u i t f u l a n a l y s i s 
c o u l d b e a p p l i e d t o o b t a i n e x p e c t e d - v a l u e c h a r a c t e r i s t i c s o f v a r i o u s 
ft 
w a i t i n g t i m e p h e n o m e n a . A s t r o n g a r g u m e n t f o r i t s s i g n i f i c a n t i n f l u ­
e n c e o n t h e s t u d y o f p r i o r i t y q u e u e i n g d i s c i p l i n e s i n r e p a i r m a n p r o b l e m s 
i s i n d i c a t e d b y t w o t r e n d s i n t h e l i t e r a t u r e , ( 1 ) w i t h C o b h a m ' s w o r k a s 
a f o n t , t h e m a i n s t r e a m o f a n a l y t i c a l d e v e l o p m e n t s i n p r i o r i t y q u e u e i n g 
h a s d e a l t w i t h w a i t i n g t i m e p h e n o m e n a f o r i n f i n i t e p o p u l a t i o n c a s e s ; 
a n d ( 2 ) r e p a i r m a n m o d e l s w i t h p r i o r i t y q u e u e i n g h a v e u s u a l l y a r i s e n a s 
d i r e c t a n a l o g u e s t o m o d e l s d e v e l o p e d f o r i n f i n i t e p o p u l a t i o n c a s e s . 
ft 
E x c e p t i n v e r y s i m p l e c a s e s o f p r i o r i t y q u e u e i n g , t h e d i f f i c u l t y 
a s s o c i a t e d w i t h t h e u s u a l o b j e c t o f s e e k i n g s t a t e p r o b a b i l i t y d i s t r i b u ­
t i o n s i s t h a t , w i t h a p r i o r i t y q u e u e d i s c i p l i n e , e i t h e r ( 1 ) a c u m b e r ­
some n u m b e r o f s t a t e s a n d p a r a m e t e r s o f t h e s y s t e m a r i s e i n a s t r a i g h t ­
f o r w a r d f o r m u l a t i o n o f a m o d e l s u c h t h a t a s u b s e q u e n t l y a t t e m p t e d s o l u ­
t i o n b e c o m e s f r u s t r a t i n g ( e . g . , a s i n B e n s o n a n d C o x [ 1 3 3 ) , o r ( 2 ) 
a t t e m p t e d f o r m u l a t i o n o f a l e s s d e t a i l e d m o d e l w i t h f e w e r a n d m o r e 
d i r e c t l y p e r t i n e n t s t a t e s bc icomes f r u s t r a t i n g s i n c e t r a n s i t i o n s t a k e o n 
n o n - M a r k o v i a n c h a r a c t e r i s t i c s . 
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H o l l e y [ 8 8 ] s i m p l i f i e d C o b h a m ' s s o l u t i o n . P h i p p s [ 1 7 8 ] u n i f i e d 
C o b h a m ' s r e s u l t s f o r t h e s a t u r a t e d [ 2 8 ] a n d u n s a t u r a t e d [ 2 9 ] c a s e s o f 
t h e s i n g l e c h a n n e l m o d e l , r e p o r t e d s e v e r a l r e s u l t s f r o m C o b h a m ' s u n p u b ­
l i s h e d p a p e r [ 2 7 ] , a n d g e n e r a l i z e d C o b h a m ' s r e s u l t s f o r t h e s i n g l e 
c h a n n e l m o d e l t o a c o n t i n u o u s n u m b e r o f p r i o r i t i e s w i t h a p p l i c a t i o n t o 
m a c h i n e r e p a i r s . H o w e v e r , P h i p p s ' p a p e r h a d o n l y l i m i t e d a p p l i c a b i l i t y 
t o r e p a i r m a n p r o b l e m s . 
F r o m a p r a c t i c a l v i e w p o i n t t h e r e s u l t s o b t a i n e d a r e l i m i t e d 
i n a p p l i c a b i l i t y b y t h e a s s u m p t i o n o f a n i n f i n i t e p o p u l a t i o n o f 
o p e r a t i n g m a c h i n e s ( i . e . , o f p o t e n t i a l r e p a i r j o b s ) . O u r r e s u l t s 
w i l l s e r v e , h o w e v e r , a s a g u i d e t o f u r t h e r t h i n k i n g a b o u t p r i o r ­
i t y a s s i g n m e n t i n m a c h i n e m a i n t e n a n c e , a n d a s a b a s i s f o r a p p r o x i ­
m a t e q u a n t i t a t i v e s t u d y o f p r o b l e m s i n v o l v i n g v e r y l a r g e n u m b e r s 
o f m a c h i n e s [ o r v e r y s m a l l s e r v i c i n g f a c t o r s A . / p . ] . ( [ 1 7 8 ] , 
p . 7 7 . ) 3 3 
I n a s h o r t c o m m e n t o n P h i p p s ' p a p e r , Van V o o r h i s [ 2 4 3 ] u r g e d t h e e x ­
p l i c i t c o n s i d e r a t i o n o f c o s t s i n t h e e v a l u a t i o n o f a l t e r n a t i v e p r i o r i t y 
a s s i g n m e n t s . 
Q u i t e a n u m b e r o f o t h e r p a p e r s o n p r i o r i t y q u e u e i n g w i t h i n f i n i t e 
p o p u l a t i o n s h a v e i n f l u e n c e d o r s e r v e d as p a r t i a l s o l u t i o n s t o r e p a i r m a n 
p r o b l e m s w i t h p r i o r i t y q u e u e d i s c i p l i n e s . I n p a r t i c u l a r t h e w o r k o f 
H e a t h c o t e [ 8 1 ] , K e s t o n a n d R u n n e n b u r g [ 1 3 1 , 1 3 2 ] , M i l l e r [ 1 5 2 ] , a n d 
ft 
J a i s w a l [ 1 0 2 ] h a s a l s o b e e n c i t e d i n t h i s c o n n e c t i o n . 
I n o r d e r t o p r o p e r l y t r a c e a n d a s s i g n t h e o r e t i c a l a n d m e t h o d o ­
l o g i c a l c r e d i t f o r p r i o r i t y q u e u e i n g d e v e l o p m e n t s i n m a c h i n e i n t e r f e r ­
e n c e t h e o r y , i t w o u l d b e n e c e s s a r y t o c o m p r e h e n s i v e l y s u r v e y t h e m a i n ­
s t r e a m o f s u c h d e v e l o p m e n t s f o r t h e i n f i n i t e p o p u l a t i o n c a s e . T h i s i s 
b e y o n d t h e s c o p e o f a n d w o u l d d e t r a c t f r o m t h e e m p h a s i s o f t h e p r e s e n t 
d i s c u s s i o n . The r e a d e r i s r e f e r r e d i n s t e a d t o A v i - I t z h a k a n d N a o r [ 4 ] 
a n d G a v e r [ 6 7 ] f o r r e v i e w s a n d b i b l i o g r a p h i e s , t o T a k a c s [ 2 3 0 ] f o r a 
' d r a w i n g - t o g e t h e r ' o f e a r l y r e s u l t s , a n d t o A v i - I t z h a k a n d N a o r [ 4 ] f o r 
a p r e s e n t a t i o n o f g e n e r a l f e a t u r e s o f 1 4 m o d e l s a n d o f t h e i r a n a l y s e s . 
K o e n i g s b e r g ' s p a p e r [ 1 3 7 ] o n n o n p r i o r i t y s p e c i a l s e r v i c e i s a l s o o f 
i n t e r e s t . 
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J a i s w a l a n d T h i r u v e n g a d a m h a v e b e e n r e l a t i v e l y a c t i v e i n t h e 
s t u d y o f r e p a i r m a n p r o b l e m s w i t h p r i o r i t y q u e u e i n g d i s c i p l i n e s . I n 
o n e p a p e r , J a i s w a l a n d T h i r u v e n g a d a m [ 1 0 7 ] c o n s i d e r e d s i m p l e m a c h i n e 
i n t e r f e r e n c e w i t h t w o t y p e s o f f a i l u r e . T h e i r a s s u m p t i o n s w e r e t h e 
same a s t h e f o u r l i s t e d a b o v e f o r B e n s o n a n d C o x [ 1 3 ] , e x c e p t t h a t 
s e r v i c e t i m e s w e r e a l l o w e d t o f o l l o w a n a r b i t r a r y d i s t r i b u t i o n r a t h e r 
t h a n b e i n g r e s t r i c t e d t o t h e n e g a t i v e e x p o n e n t i a l c a s e . U s i n g t h e 
s u p p l e m e n t a r y v a r i a b l e t e c h n i q u e , t h e a u t h o r s o b t a i n e d t h e s t e a d y - s t a t e 
p r o b a b i l i t i e s f o r t h e n u m b e r o f m a c h i n e s a w a i t i n g r e p a i r . T h e i r m o d e l 
was d e s c r i b e d a s t h e f i n i t e - s o u r c e a n a l o g u e o f t h e p r o b l e m t r e a t e d b y 
M i l l e r [ 1 5 2 ] a n d J a i s w a l [ 1 0 2 ] ( p o r t i o n s o f t h e a n a l y s i s w e r e b a s e d o n 
J a i s w a l ' s w o r k [ 1 0 2 ] ) ; w a s s h o w n t o r e d u c e t o T a k a c s ' s o l u t i o n [ 2 2 8 ] 
f o r t h e c a s e o f o n e t y p e o f f a i l u r e ; a n d w a s s h o w n t o y i e l d a g e n e r a l 
s o l u t i o n t o t h e p r o b l e m f o r m u l a t e d b y B e n s o n a n d C o x [ 1 3 ] , A l s o , t h e 
a u t h o r s r e p o r t e d some n u m e r i c a l r e s u l t s f o r c a s e s o f n e g a t i v e -
e x p o n e n t i a l l y d i s t r i b u t e d s e r v i c e t i m e s a n d c o n c l u d e d , a s h a d B e n s o n 
a n d C o x , t h a t 
F r o m t h e l i m i t e d n u m e r i c a l r e s u l t s p r e s e n t e d . . . i t a p p e a r s 
t h a t t h e r e i s n o s i g n i f i c a n t d i f f e r e n c e i n 0 . E . [ o p e r a t i v e 
e f f i c i e n c y ] a n d M . A . [ m a c h i n e a v a i l a b i l i t y ] w h e t h e r l o n g o r 
s h o r t f a i l u r e s a r e r e p a i r e d f i r s t . ( [ 1 0 7 ] , p . 6 3 5 . ) 
I n a n o t h e r p a p e r , T h i r u v e n g a d a m a n d J a i s w a l [ 2 3 5 ] , 1 9 6 4 , g a v e a 
g e n e r a l d i s c u s s i o n o f t h e u s e o f t h e s u p p l e m e n t a r y v a r i a b l e t e c h n i q u e 
( s e e C o x [ 3 6 ] ) a n d d i s c r e t e t r a n s f o r m s i n t h e s t u d y o f m a c h i n e i n t e r ­
f e r e n c e p r o b l e m s . I t was n o t e d t h a t t h i s m e t h o d h a d b e e n a d a p t e d ( e . g . , 
a s i n [ 1 0 7 ] ) t o s t u d y m o r e c o m p l i c a t e d p r o b l e m s i n v o l v i n g t w o t y p e s o f 
m a c h i n e f a i l u r e ; a n d t h a t i t c o u l d b e u s e d t o s t u d y t w o - s o u r c e , 
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p r i o r i t y - q u e u e i n g p r o c e s s e s i n w h i c h e i t h e r o r b o t h s o u r c e s c o n s i s t e d 
o f a f i n i t e p o p u l a t i o n . 
I n a t h i r d p a p e r * T h i r u v e n g a d a m a n d J a i s w a l [ 2 3 6 ] , 1 9 6 4 , s t u d i e d 
a v a r i a t i o n o f t h e i r p r e v i o u s p r o b l e m [ 1 0 7 ] i n w h i c h t h e p r i o r i t y d i s -
c i p l i n e w a s " p r e e m p t i v e - r e s u m e " r a t h e r t h a n b e i n g " n o n p r e e m p t i v e . " 
F o r t h i s p r o b l e m , T h i r u v e n g a d a m a n d J a i s w a l f o r m u l a t e d a m o d e l w h i c h 
a l l o w e d t h e m t o o b t a i n e x p r e s s i o n s f o r t h e o p e r a t i v e e f f i c i e n c y a n d 
m a c h i n e a v a i l a b i l i t y . 
M o r e r e c e n t l y , H o d g s o n a n d H e b b l e [ 8 7 ] , 1 9 6 7 , h a v e c o n s i d e r e d a 
m o d e l w h i c h i s t h e f i n i t e - p o p u l a t i o n a n a l o g u e o f t h e c l a s s i c a l p r i o r i t y -
q u e u e i n g m o d e l o f K e s t e n a n d R u n n e n b u r g [ 1 3 1 , 1 3 2 ] , H o d g s o n a n d H e b b l e ' s 
m o d e l i s b a s e d o n t h e f o l l o w i n g a s s u m p t i o n s : 
1 . One r e p a i r m a n t e n d s k b a t t e r i e s o f m a c h i n e s w i t h nu m a c h i n e s 
i n t h e i t h b a t t e r y ( i = l , 2 , • • • , k ) . He c a n r e p a i r b u t o n e m a c h i n e a t a 
t i m e . 
2 . The q u e u e i n g d i s c i p l i n e i s n o n p r e e m p t i v e p r i o r i t y , w i t h 
m a c h i n e s i n t h e i t h b a t t e r y h a v i n g p r i o r i t y o v e r t h o s e o f t h e ( i + l ) t ? 2 . 
3 . The f a i l u r e t i m e f o r a m a c h i n e i n t h e i t h b a t t e r y i s 
n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l l y d i s t r i b u t e d w i t h p a r a m e t e r X^ ( i = l , 2 , • • • , k ) . 
4 . T h e s e r v i c e t i m e f o r a m a c h i n e i n t h e i t h b a t t e r y i s 
T h e " n o n p r e e m p t i v e " d i s c i p l i n e w a s d e s c r i b e d e a r l i e r i n t h e 
s u r v e y . U n d e r a " p r e e m p t i v e - r e s u m e " d i s c i p l i n e , a n e w l y a r r i v i n g h i g h -
p r i o r i t y u n i t may d i s p l a c e a l o w e r - p r i o r i t y u n i t f r o m t h e s e r v i c e 
f a c i l i t y , t a k e i t s p l a c e , a n d r e c e i v e i m m e d i a t e s e r v i c e . S e r v i c e i s 
r e s u m e d o n t h e l o w - p r i o r i t y u n i t w i t h o u t l o s s o f a c c u m u l a t e d s e r v i c e 
t i m e w h e n t h e h i g h - p r i o r i t y u n i t d e p a r t s . The " p r e e m p t i v e - r e p e a t " 
d i s c i p l i n e i s s i m i l a r t o t h e " p r e e m p t i v e - r e s u m e " e x c e p t t h a t a d i s ­
p l a c e d u n i t l o s e s a n y a c c u m u l a t e d s e r v i c e t i m e a n d m u s t b e g i n s e r v i c e 
a n e w . 
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g e n e r a l l y d i s t r i b u t e d w i t h d i s t r i b u t i o n f u n c t i o n , s a y , S ^ ( t ) ( i = l , 2 , * * * , 
k ) . 
The a u t h o r s f o r m u l a t e d a n d s o l v e d a s e t o f e q u a t i o n s f o r t h e 
m u l t i v a r i a t e b i n o m i a l m o m e n t s o f t h e n u m b e r o f o p e r a t i v e m a c h i n e s i n 
e a c h b a t t e r y i m m e d i a t e l y f o l l o w i n g a s e r v i c e c o m p l e t i o n . T h e a n a l y s i s 
w a s b a s e d o n T a k a c s ' m e t h o d [ 2 1 9 ] o f b i n o m i a l m o m e n t s . 
B i b l i o g r a p h i c a l S o u r c e s 
B i b l i o g r a p h i e s o n r e p a i r m a n p r o b l e m s , per s e , d o n o t e x i s t i n t h e 
l i t e r a t u r e . T h i s f a c t u n d o u b t e d l y e x p l a i n s w h y t h e d i s s e m i n a t i o n o f 
e x i s t i n g k n o w l e d g e h a s b e e n s o i r r e g u l a r . The i n t e r e s t e d r e s e a r c h e r 
m u s t i n s t e a d t a k e r e c o u r s e t o t h e g e n e r a l b i b l i o g r a p h i e s o n q u e u e i n g 
t h e o r y . T h o s e w h i c h p r o v e d p a r t i c u l a r l y h e l p f u l i n c o n d u c t i n g t h i s 
l i t e r a t u r e s e a r c h i n c l u d e t h e b i b l i o g r a p h i e s c o m p i l e d b y D o i g [ 4 5 ] , 
K e n d a l l ( [ 1 2 8 ] , p p . 1 7 1 - 1 7 3 ; [ 1 3 0 ] , p p . 1 3 - 1 5 ) , R i l e y [ 1 8 7 , 1 8 8 ] , S a a t y 
( [ 1 9 5 ] , p p . 1 9 7 - 2 0 0 ; [ 1 9 6 ] , p p . 3 7 5 - 4 1 3 ; [ 1 9 8 ] ) , S m i t h a n d W i l k i n s o n 
( [ 2 0 4 ] , passim), a n d T a k a c s ( [ 2 2 8 ] , passim). The b i b l i o g r a p h y o f 
L u n g e r [ 1 4 7 ] p r o v e d i n a c c e s s i b l e ; h o w e v e r , h i s l i s t i s a p p a r e n t l y 
i n c o r p o r a t e d i n t o S a a t y ' s m a j o r b i b l i o g r a p h y ( s e e [ 1 9 6 ] , p . 3 7 4 ) . 
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CHAPTER I I I 
A SURVEY OF THE LITERATURE ON 
REPAIRMAN MODELS WITH SPARES 
I n t r o d u c t i o n 
T h i s c h a p t e r w i l l c o n s i s t o f a r e v i e w o f t h e s i g n i f i c a n t l i t e r a ­
t u r e o n r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s . T o p i c s t o b e t r e a t e d i n c l u d e 
r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s ; r e l i a b i l i t y - o r i e n t e d v a r i a t i o n s o f t h e 
r e p a i r m a n m o d e l w i t h s p a r e s ; c y c l i c q u e u e s ; a n d n e t w o r k s o f q u e u e s . 
The l i t e r a t u r e o n r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s i s s e v e r e l y 
l i m i t e d . O n l y a f e w p a p e r s w e r e f o u n d a n d o n e o f t h e s e d u p l i c a t e d 
e a r l i e r w o r k . I t i s t h o u g h t t h a t t h e v a l u e o f t h e s e p a p e r s l i e s n o t i n 
t h e m o d e l s p r e s e n t e d n o r i n t h e t e c h n i q u e s d e m o n s t r a t e d — t h e y a r e t o o 
l i m i t e d i n s c o p e t o s e r v e a s a n u n d e r l y i n g m e t h o d o l o g i c a l b a s i s f o r 
e x t e n s i v e n e w w o r k i n t h e a r e a — b u t i n t h e i n d i c a t i o n o f s u i t a b l e m e a n s 
f o r a d a p t i n g some o f t h e r e g u l a r r e p a i r m a n m o d e l s p r e s e n t e d i n C h a p t e r 
I I t o m o r e c o m p l i c a t e d p r o b l e m s i n v o l v i n g s p a r e s p r o v i s i o n i n g . 
The r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s o f T a y l o r a n d J a c k s o n [ 2 3 2 ] 
a n d T o f t a n d B o o t h r o y d [ 2 4 0 ] a r e c a s e s i n p o i n t . I t w i l l b e s e e n t h a t 
t h e y a r e e x p r e s s e d i n a f o r m s i m i l a r t o t h a t o f t h e r e g u l a r m o d e l o f 
P a l m [ 1 7 3 ] , I t i s s u g g e s t e d t h a t t h e m a n y ( r e g u l a r ) v a r i a t i o n s o n 
P a l m ' s m o d e l w h i c h w e r e d i s c u s s e d i n t h e p r e v i o u s c h a p t e r c a n e a s i l y b e 
a d a p t e d t o y i e l d a n a l o g o u s v a r i a t i o n s f o r t h e m o d e l s o f T a y l o r a n d 
J a c k s o n a n d T o f t a n d B o o t h r o y d . ( S e e C h a p t e r I V . ) 
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A common a s s u m p t i o n i n t h e v a s t m a j o r i t y o f t h e p a p e r s r e v i e w e d 
i s t h a t s t e a d y - s t a t e c o n d i t i o n s p r e v a i l . The r e a d e r may f i n d i t h e l p ­
f u l t o a d o p t t h i s a s s u m p t i o n a s a c o n v e n t i o n ; a l l e x c e p t i o n s w i l l b e 
c l e a r l y i d e n t i f i e d . 
C h a r a c t e r i s t i c s o f R e p a i r m a n M o d e l s w i t h S p a r e s 
The f l o w s y s t e m o f a r e p a i r m a n m o d e l w i t h s p a r e s i s i l l u s t r a t e d 
i n F i g u r e 4 . 
P o o l o f 
P o t e n t i a l 




lj I n t e r a c t i o n R u l e 







P o o l 
R e p l e n i s h m e n t 
S t o c k o f 
I n a c t i v e S p a r e s 
F i g u r e 4 . The R e p a i r m a n M o d e l w i t h S p a r e s 
The " i n p u t g e n e r a t i o n r u l e " o p e r a t e s i n t h e same w a y a s t h a t f o r t h e 
r e g u l a r r e p a i r m a n m o d e l o f F i g u r e 3 . The " p o o l r e p l e n i s h m e n t r u l e , " 
a t l e a s t f o r t h e m o d e l s d i s c u s s e d i n t h i s c h a p t e r , o p e r a t e s t o k e e p t h e 
p o o l o f p o t e n t i a l a r r i v a l s ( e . g . , w o r k i n g m a c h i n e s ) f i l l e d t o m a x i m u m 
c a p a c i t y s o l o n g a s s p a r e s a r e a v a i l a b l e f o r t h i s p u r p o s e . The 
I n p u t 1 
G e n e r a t i o n r-
R u l e J 
Q u e u e i n g S y s t e m 
(as i n F i g u r e 2 ) 
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" i n t e r a c t i o n r u l e " g o v e r n s t h e t i m i n g o f r e p l e n i s h m e n t . F o r a l l t h e 
m o d e l s r e v i e w e d i n t h i s c h a p t e r , r e p l e n i s h m e n t i s a s s u m e d t o b e i n s t a n ­
t a n e o u s u p o n f a i l u r e o f a m a c h i n e . 
The " s o l u t i o n " t o a r e p a i r m a n m o d e l i s u s u a l l y t h o u g h t o f a s 
b e i n g a s p e c i f i c a t i o n o f t h e p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n o f t h e n u m b e r o f 
f a i l e d m a c h i n e s . 
R e p a i r m a n M o d e l s w i t h S p a r e s P r o v i s i o n i n g 
L i m i t a t i o n s o f t h e L i t e r a t u r e 
O n l y f i v e p a p e r s w e r e f o u n d w h i c h t r e a t e d m o d e l s o f t h e t y p e 
s o u g h t i n t h e p r e s e n t i n v e s t i g a t i o n . O f t h e s e , o n l y t h e t w o p a p e r s b y 
T a y l o r a n d J a c k s o n [ 2 3 2 ] a n d T o f t a n d B o o t h r o y d [ 2 4 0 ] p r e s e n t e d o r i g i n a l 
r e s u l t s f o r a m o d e l i n v o l v i n g a n a r b i t r a r y n u m b e r o f s p a r e s . The 
r e m a i n i n g t h r e e p a p e r s c o n s i s t o f a d u p l i c a t i o n o f p r e v i o u s r e s u l t s b y 
W a h i [ 2 4 4 ] , a n e x p e c t e d - v a l u e a r g u m e n t b y G e o r g e [ 6 8 ] , a n d some h i g h l y 
i m a g i n a t i v e a n d i n t e r e s t i n g w o r k b y B a r l o w [ 5 ] o n t h e c a s e o f a s i n g l e 
s p a r e . 
F o r t h e s a k e o f c o m p l e t e n e s s a n d f o r t h e c o n v e n i e n c e o f p o t e n t i a l 
u s e r s , t h e s u b s t a n c e o f t h e p a p e r s b y T a y l o r a n d J a c k s o n a n d T o f t a n d 
B o o t h r o y d w i l l b e r e p o r t e d i n some d e t a i l . The p r e s e n t d e r i v a t i o n s 
make n o a t t e m p t t o a d h e r e c l o s e l y t o t h e o r i g i n a l s i n e i t h e r n o t a t i o n , 
s t a r t i n g p o i n t , o r n a t u r e o f d e v e l o p m e n t . 
N e g a t i v e - E x p o n e n t i a l O c c u r r e n c e T i m e s 
T a y l o r a n d J a c k s o n [ 2 3 2 ] , T o f t a n d B o o t h r o y d [ 2 4 0 ] , W a h i [ 2 4 4 ] , 
a n d B a r l o w [ 5 ] a l l h a v e s t u d i e d r e p a i r m a n p r o b l e m s w i t h s p a r e s w h e r e 
m a c h i n e s e r v i c e a n d f a i l u r e t i m e s a r e n e g a t i v e e x p o n e n t i a l v a r i a t e s . 
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The t o p i c s o f t h e i r p a p e r s s o m e w h a t i n d i c a t e t h e w i d e s p r e a d a p p l i c a ­
b i l i t y o f r e p a i r m a n m o d e l s . T a y l o r a n d J a c k s o n ' s m o d e l w a s d e v i s e d t o 
r e p r e s e n t o p e r a t i o n o f f l e e t - o p e r a t e d a i r c r a f t e n g i n e s a t B r i t i s h 
O v e r s e a s A i r w a y s C o r p o r a t i o n . T o f t a n d B o o t h r o y d ' s m o d e l w a s d e v i s e d t o 
r e p r e s e n t c o l l i e r y o p e r a t i o n s ( w h e r e w o r k a b l e c o a l f a c e s a r e s u b j e c t 
t o u n f o r e s e e n c l o s u r e d u e t o g e o l o g i c a l f a u l t s , e t c . ) . W a h i ' s d u p l i c a ­
t i o n o f t h e T a y l o r a n d J a c k s o n m o d e l w a s p r e s e n t e d i n n o n p h y s i c a l t e r m s ; 
h o w e v e r , i t s a p p l i c a t i o n t o m a i n t e n a n c e o f a n a n a l o g u e c o m p u t e r was 
d e m o n s t r a t e d i n a n e x a m p l e . 
A m o d e l may b e c o n s t r u c t e d a s f o l l o w s . S u p p o s e t h a t t h e r e a r e 
c s e r v i c e c h a n n e l s ( r e p a i r m a n ) a n d a t o t a l o f N + S m a c h i n e s o f w h i c h 
S m a c h i n e s a r e s p a r e s . L e t d e n o t e t h e s t a t e o f t h e s y s t e m ; A ^ , t h e 
( c o m b i n e d ) r a t e a t w h i c h m a c h i n e s a r e f a i l i n g ; a n d u , t h e ( c o m b i n e d ) 
n 
r a t e a t w h i c h f a i l e d m a c h i n e s a r e b e i n g s e r v i c e d w h e n t h e r e a r e n 
( n = 0 , 1 , 2 , • • • , N + S ) f a i l e d m a c h i n e s i n t h e s y s t e m . L e t ^ n ( t ) d e n o t e t h e 
p r o b a b i l i t y t h a t t h e s y s t e m i s i n s t a t e a t t i m e t a n d l e t p n d e n o t e 
t h e c o r r e s p o n d i n g s t e a d y - s t a t e p r o b a b i l i t y o f b e i n g i n s t a t e . 
I n o r d e r t o c o m p l e t e l y s p e c i f y t h e A n a n d some a d d i t i o n a l 
a s s u m p t i o n s a r e n e e d e d . E a c h o f t h e c i t e d i n v e s t i g a t o r s [ 5 , 2 3 2 , 2 4 0 , 2 4 4 ] 
h a s s u p p o s e d t h a t w h e n a m a c h i n e f a i l s , i t i s ( 1 ) i n s t a n t l y p l a c e d i n t o 
t h e q u e u e o f u n i t s a w a i t i n g s e r v i c e a n d ( 2 ) i n s t a n t l y r e p l a c e d i n o p e r ­
a t i o n b y a s p a r e i f o n e i s a v a i l a b l e . N o w , n o t e t h a t w h e n S + 1 
m a c h i n e s a r e i n t h e s e r v i c e f a c i l i t y , i t i s n o l o n g e r p o s s i b l e t o o p e r ­
a t e t h e s y s t e m a t t h e m a x i m u m ( a n d d e s i r e d ) c a p a c i t y o f N o p e r a t i v e 
m a c h i n e s . T h e r e a r e t w o p o s s i b l e c a s e s : 
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Case I. A l l m a c h i n e s s t o p o p e r a t i n g u n t i l s e r v i c i n g c a n r e s t o r e 
t h e o p e r a t i o n a l n u m b e r o f m a c h i n e s t o N . 
Case II. A n u m b e r o f m a c h i n e s l e s s t h a n N c o n t i n u e s t o o p e r a t e . 
Case I was f i r s t s t u d i e d b y T a y l o r a n d J a c k s o n [ 2 3 2 ] , 1 9 5 4 , u n d e r 
A 
t h e a d d e d a s s u m p t i o n t h a t S > c . F o r t h i s c a s e , 
X = N X , y = n y , n = 0 , 1 , 2 , • • • , c ; 
n n ' 
X n = N X , u n = c y , n = c , c + l , c + 2 , • • • , S ; ( 4 0 ) 
A S + 1 = ° ' y S + l = c y > n = s + 1 ; 
w h e r e X i s t h e f a i l u r e r a t e o f a n i n d i v i d u a l m a c h i n e a n d y i s t h e 
s e r v i c e r a t e o f a n i n d i v i d u a l c h a n n e l . 
The s y s t e m c a n b e s h o w n t o b e a s p e c i a l i n s t a n c e o f t h e g e n e r a l 
b i r t h - a n d - d e a t h m o d e l o f s t o c h a s t i c p r o c e s s e s . The t i m e - d e p e n d e n t 
e q u a t i o n s o f s t a t e f o l l o w f r o m s u b s t i t u t i n g E q u a t i o n s ( 4 0 ) i n t o E q u a ­
t i o n s ( 6 - 7 ) . T h e s e e q u a t i o n s w e r e s t a t e d b y T a y l o r a n d J a c k s o n as 
sVft 
t h e s t a r t i n g p o i n t i n t h e i r a n a l y t i c d e v e l o p m e n t . I t was n o t e d t h a t 
t h e e q u a t i o n s w e r e s i m i l a r t o t h o s e g i v e n b y F e l l e r [ 5 2 ] a n d , w h i l e t h e 
r e f e r e n c e w a s n o t m o r e s p e c i f i c , i t a p p e a r s t h a t t h e y a r e a n a d a p t a t i o n 
o f F e l l e r ' s p r e s e n t a t i o n ( [ 5 2 ] , p . 4 1 6 - 4 2 1 ) o f P a l m ' s m o d e l [ 1 7 3 ] f o r t h e 
a n a l o g o u s p r o b l e m w i t h o u t s p a r e s p r o v i s i o n i n g , 
ft 
I f S < c , i t i s o b v i o u s t h a t c - S - 1 o f t h e c h a n n e l s n e e d n e v e r b e 
u s e d a n d , a c c o r d i n g l y , c a n b e e x c l u d e d f r o m t h e m o d e l . 
The p r e s e n t n o t a t i o n d i f f e r s f r o m t h a t o f T a y l o r a n d J a c k s o n ; 
h o w e v e r , t h e e q u a t i o n s c i t e d h e r e a n d t h o s e g i v e n b y T a y l o r a n d J a c k s o n 
( [ 2 3 2 ] , p . 9 8 ) a r e i d e n t i c a l i n m a t h e m a t i c a l c o n t e n t . 
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T a y l o r a n d J a c k s o n n e x t r e d u c e d t h e d y n a m i c e q u a t i o n s t o a s t a ­
t i o n a r y s e t b y t a k i n g l i m i t s as t - * » ( a l s o o b t a i n a b l e b y s u b s t i t u t i n g 
E q u a t i o n s (40) i n t o ( 9 )) a n d s o l v e d t h e s e r e c u r s i v e l y t o f i n d 
p n = 
p n = 
w h e r e p i s e v a l u a t e d f r o m t h e c o n d i t i o n 
o 
S + l 
J p = 1. (42) 
A N n=0 
T h e s e r e s u l t s a r e j u s t w h a t i s o b t a i n e d b y s u b s t i t u t i n g (40) i n t o 
(10 -11) . 
The r e m a i n d e r o f T a y l o r a n d J a c k s o n ' s d i s c u s s i o n w a s b a s e d o n 
t h i s s t e a d y - s t a t e s o l u t i o n . The s t a t i s t i c s o f i n t e r e s t ( a s f u n c t i o n s 
o f S ) w e r e i d e n t i f i e d a s : 
( i ) t h e c h a n c e o f t h e s y s t e m b r e a k i n g d o w n , P g + j _ » 
( i i ) t h e o p e r a t i o n a l e f f i c i e n c y o f t h e s y s t e m , 
NX 
n T V 
NX in 
c . c n - c o 
n = l , 2 , 3 , ' - - , c ; 
p , n = c , c + l , c + 2 , • • • , S + 1 ; 
(41) 
E g = 1 0 0 ( l - p s + 1 ) % ; (43) 
( i i i ) t h e a v e r a g e n u m b e r o f u n s e r v i c e a b l e m a c h i n e s , 
S + l 
U s = I n p n ; (44) 
n = o 
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( i v ) t h e a v e r a g e n u m b e r o f m a c h i n e s w a i t i n g f o r s e r v i c e , 
S + l 
W = I ( n - c ) p ; ( W ) 
n = c + l 
( v ) t h e a v e r a g e n u m b e r o f m a c h i n e s b e i n g s e r v i c e d , 
c - 1 S + l 
M = J" n p + c J p ; a n d ( 4 6 ) 
S L n * n L r n 
n = 0
 n = c 
( v i ) t h e s e r v i c e u t i l i z a t i o n f a c t o r , 
100 M-„ 
F q = „ %. ( 4 7 ) 
b C 
H o w e v e r , t h e s e e x p r e s s i o n s w e r e n o t e v a l u a t e d f o r t h e g i v e n m o d e l . 
I n s t e a d , T a y l o r a n d J a c k s o n s o u g h t t o e s t a b l i s h b o u n d s o n t h e b e h a v i o r 
o f t h e s y s t e m w i t h r e s p e c t t o v a r i a t i o n s i n t h e n u m b e r o f s p a r e s p r o ­
v i d e d . 
T a y l o r a n d J a c k s o n d i s c u s s e d t h e s p e c i a l c a s e NX = c y , s h o w i n g 
t h a t 
W V - ^ c - l = p c = P c + 1 = = P S + 1 > ( 4 8 ) 
G
 < P . < Q ~ I T » a n d ( 4 9 ) S - c + 1 r c S - c + 2 
G ( S - c + 2 ) ^
 T T „ ( S - c + 1 ) < wo < i * = £ i i ; (50) 
2 S 2 
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n = 0 
- 1 
< 1 . ( 5 1 ) 
I t f o l l o w s t h a t w i t h i n c r e a s i n g S , t h e r a t e o f d e c r e a s e o f p_ i s o n 
- 2 
t h e o r d e r o f S a n d t h e r a t e o f i n c r e a s e o f Wg i s a c o n s t a n t b e t w e e n 
G /2 a n d 1 / 2 . T h u s i n c r e a s i n g t h e n u m b e r o f s p a r e m a c h i n e s r a p i d l y 
c e a s e s t o h a v e m a t e r i a l e f f e c t o n r e d u c i n g t h e p r o b a b i l i t y o f s y s t e m 
f a i l u r e a n d y i e l d s a n i n c r e a s i n g a v e r a g e n u m b e r o f m a c h i n e s w a i t i n g f o r 
r e p a i r . F r o m t h i s a n d o t h e r o b s e r v a t i o n s , T a y l o r a n d J a c k s o n c o n c l u d e d 
t h a t t h e s p e c i a l c a s e NX = c y w a s l i k e l y t o b e u n e c o n o m i c a l a s i n t h e 
c l a s s i c a l c a s e s S=0 a n d S-*» ( f o r w h i c h t h e m o d e l r e d u c e s t o w e l l - k n o w n 
c l a s s i c a l q u e u e i n g m o d e l s ) , e v e n w i t h s p a r e s p r o v i s i o n i n g . 
T a y l o r a n d J a c k s o n n e x t i n v e s t i g a t e d " t h e o n l y p r a c t i c a l a l t e r ­
n a t i v e , " t h e c a s e NX < c y . W r i t i n g x = N X / ( c y ) , t h e y s h o w e d t h a t 
(1 ) N'"C 
P n < S - . -+2 5 n = c , c + l , c + 2 , . . - , S + 1 ; a n d ( 5 2 ) 
1 - x 
W S < _ 4 _ ; ( S 3 ) 
f r o m w h i c h i t f o l l o w s t h a t p i s a d e c r e a s i n g f u n c t i o n o f S a n d n , a n d 
t h a t Wg h a s a n U p p e r b o u n d i n d e p e n d e n t o f S . H e n c e , i n c o n t r a s t t o 
t h e p r e v i o u s c a s e , i n c r e a s i n g t h e n u m b e r o f s p a r e m a c h i n e s d o e s h a v e a 
b e n e f i c i a l e f f e c t i n t h a t t h e o p e r a t i o n a l e f f i c i e n c y i s i n c r e a s e d b u t 
t h e a v e r a g e n u m b e r o f m a c h i n e s a w a i t i n g s e r v i c e i s not i n c r e a s e d . 
I n 1 9 6 1 , W a h i [ 2 4 4 ] p r e s e n t e d a p a p e r t h a t was r e m a r k a b l y s i m i l a r 
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i n f o r m a t a n d r e s u l t s t o t h a t o f T a y l o r a n d J a c k s o n , a l t h o u g h h i s 
c i t e d r e f e r e n c e s i n d i c a t e t h a t t h e w o r k w a s i n d e p e n d e n t l y b a s e d o n 
F e l l e r ' s b i r t h - a n d - d e a t h t h e o r y a p p r o a c h [ 5 2 ] . A l t h o u g h n o n e w c o n ­
t r i b u t i o n s t o t h e o r y w e r e m a d e , W a h i d i d g i v e a h e l p f u l l y e x p l i c i t 
d e s c r i p t i o n o f s p a r e s o p t i m i z a t i o n f o r a v a r i a b l e - c o s t r e l a t i o n o f t h e 
f o r m 
C ( S ) = C 1 p s + 1 + C 2 S . ( 5 4 ) 
•A. 
I f S i s t h e v a l u e o f S a t w h i c h C ( S ) h a s a n o p t i m u m , t h e n i t i s k n o w n 
( e . g . , [ 2 0 0 ] , p . 2 9 5 ) t h a t C ( S ) m u s t s a t i s f y 
A C ( S - l ) < 0 < A C ( S ) . ( 5 5 ) 
U s i n g t h i s c o n d i t i o n , W a h i e a s i l y o b t a i n e d t h e i n e q u a l i t y , 
' S + l 
S=S 
" P S + 1 s=s+i * \ * ? s + 1 S = S - 1 - ps+i ( 5 6 ) s=s 
W a h i made t h e f o l l o w i n g o b s e r v a t i o n w h i c h i s e n c o u r a g i n g t o p o t e n t i a l 
a p p l i c a t i o n s 
The r e s u l t s o f t h i s m o d e l c a n b e u s e f u l f o r a n a l y z i n g a w i d e 
r a n g e o f i n d u s t r i a l p r o b l e m s . The m e t h o d o f s o l u t i o n c a n b e 
p r o g r a m m e d e a s i l y f o r a c o m p u t e r t o g e n e r a t e a s e t o f t a b l e s 
w h i c h p r o v i d e s t h e o p e r a t i o n a l c h a r a c t e r i s t i c s o f a s y s t e m a n d 
a l s o t h e o p t i m u m n u m b e r o f s p a r e s o r s e r v i c e c h a n n e l s o r b o t h . 
T h e s e t a b l e s s a v e c o m p l e x m a n u a l c o m p u t a t i o n p r o c e d u r e a n d w i l l 
a c t a s a q u i c k g u i d e t o o b t a i n k n o w l e d g e o f a s y s t e m i n t e r m s 
o f i t s o p e r a t i o n a l c h a r a c t e r i s t i c s . ( [ 2 4 4 ] , p . 1 1 5 . ) 
A t t e n t i o n i s n o w d i r e c t e d t o w a r d Case I I , w h e r e a f t e r e x h a u s t i o n 
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o f a v a i l a b l e s p a r e s , t h e s y s t e m c o n t i n u e s t o o p e r a t e a t r e d u c e d c a p a c i t y . 
When S > c , 
X = N X , 
n ' 
X = N X , 
n 
U n = n y , 1 1 = 0 , 1 , 2 , • • • , c ; 
U n = c y , n = c , c + l , c + 2 , * * * , S ; 
X = ( N + S - n ) X , y = c y , n = S , S + l , S + 2 , • • • , N + S ; 
n ' n ' ' ' * 
( 5 7 ) 
a n d w h e n S < c , 
X = N X , 
n ' 
y n = n y , n = 0 , l , 2 , • • • , S ; 
X n = ( N + S - n ) X , y n = n y , n = S , S + 1 , S + 2 , • • • , c ; 
X n = ( N + S - n ) X , y n = c y , n = c , c + l , c + 2 , • • • , N + S . J 
( 5 8 ) 
S u b s t i t u t i n g t h e s e v a l u e s i n t o t h e g e n e r a l b i r t h a n d d e a t h e q u a t i o n s 
( 6 ) , o n e o b t a i n s t h e t i m e - d e p e n d e n t e q u a t i o n s o f s t a t e w h i c h T o f t a n d 
B o o t h r o y d [ 2 4 0 ] , 1 9 5 9 , u s e d a s t h e s t a r t i n g p o i n t i n t h e i r d i s c u s s i o n 
o f c o l l i e r y o p e r a t i o n s . The s t e a d y - s t a t e e q u a t i o n s f o l l o w s i m i l a r l y 
f r o m s u b s t i t u t i n g E q u a t i o n s ( 5 7 - 5 8 ) i n t o ( 9 ) . 
The s t e a d y - s t a t e s o l u t i o n i s , f o r S > c , 
P n = ( N n p n p o ) / n ! , 
p = ( N n p n p ) / ( c ! c n " C ) , 
* ! ! * o 
n = l , 2 , 3 , • • • , c ; 
n = c , c + l , c + 2 , • • • , S ; 
p n = ( N ! N S p n p o ) / [ ( N + S - n ) ! c ! c n " C ] , n = S , S + l , S + 2 , • • • , N + S ; J 
> ( 5 9 ) 
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a n d f o r S < c , 
p n = ( N n p n P 0 ) / n ! » 
,S n 
n = l , 2 , 3 , . . . , S ; 
p n = ( N ! N ' J p 1 1 p o ) / C n ! ( N + S - n ) ! ] , n=S , S + 1 , S + 2 , • • • , c ; j> ( 6 0 ) 
p n = ( N ! N S p n p o ) / [ c ! c n " C ( N + S - n ) ! ] , n = c , c + l , c + 2 , • • • , N + S ; J 
w h e r e i n b o t h c a s e s p = A / u , a n d p Q i s t o b e e v a l u a t e d f r o m t h e c o n d i ­
t i o n 
N+S 
I p = 1 . 
n = 0 n 
( 6 1 ) 
E q u a t i o n s ( 5 9 - 6 1 ) a r e i n t h e f o r m o b t a i n e d b y T o f t a n d B o o t h r o y d . 
The s t a t i s t i c s o f i n t e r e s t i n t h e c o l l i e r y p r o b l e m w e r e d e s c r i b e d 
b y T o f t a n d B o o t h r o y d a s b e i n g t h e a v e r a g e n u m b e r o f s p a r e f a c e s h e l d a t 
o n e t i m e , 
J = I ( S - n ) p n , 
n = 0 
( 6 2 ) 
a n d t h e a v e r a g e p r o p o r t i o n o f w o r k i n g t i m e l o s t ( i . e . , w h e n n > S ) , 
N+S 
L
 = W I ( n - S ) p . N ^ _ r n 
n = S + l 
( 6 3 ) 
No e x p l i c i t f o r m u l a e f o r t h e s e q u a n t i t i e s w e r e d e v e l o p e d f o r t h e i r 
8 1 
m o d e l ; h o w e v e r , t h e a u t h o r s p r e s e n t e d s e v e r a l g r a p h s w h i c h r e l a t e d t h e 
a v e r a g e p r o p o r t i o n o f w o r k i n g t i m e l o s t t o v a r i o u s v a l u e s o f p , c , a n d 
S . 
' f t 
B a r l o w [ 5 ] , 1 9 6 2 , i n a n e x p o s i t o r y p a p e r , s o u g h t t o e x p l o i t t h e 
r e l a t i o n s h i p b e t w e e n r e p a i r m a n p r o b l e m s a n d t h e m o r e g e n e r a l r e a l m o f 
q u e u e i n g p r o b l e m s . H i s i n t e r e s t w a s i n f i n d i n g t h e d i s t r i b u t i o n o f t h e 
t i m e t o o c c u r r e n c e o f a t o t a l f a i l u r e ( w h e n a l l m a c h i n e s a r e b e i n g 
r e p a i r e d o r a w a i t i n g r e p a i r ) , i t s m o m e n t s , a n d c e r t a i n r e l a t e d q u a n t i ­
t i e s . To t r e a t t h e c a s e o f n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l l y d i s t r i b u t e d m a c h i n e 
f a i l u r e a n d r e p a i r t i m e s , h e i n t r o d u c e d t h e " o r t h o g o n a l - p o l y n o m i a l 
a p p r o a c h " t o b i r t h - a n d - d e a t h p r o c e s s e s a s a d v a n c e d b y K a r l i n a n d 
M c G r e g o r [ 1 1 8 - 1 2 1 , 1 2 3 ] a n d H a r r i s [ 7 9 ] . T h i s a p p r o a c h p e r m i t s o n e t o 
ftftft 
c a l c u l a t e t h e t i m e - d e p e n d e n t t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s f o r t h e b i r t h -
a n d - d e a t h p r o c e s s . S i n c e t h e m e t h o d i s d e s i g n e d t o a p p l y t o a n y s u c h 
p r o c e s s f o r w h i c h t h e X^ a n d u n a r e s p e c i f i e d , i t c a n b e a p p l i e d w i t h ­
o u t m o d i f i c a t i o n t o a n y s o - s p e c i f i e d r e p a i r m a n m o d e l . 
ft 
T h e p o r t i o n s o f B a r l o w ' s p a p e r t h a t t r e a t r e p a i r m a n p r o b l e m s 
w i t h o u t s p a r e s w e r e d e s c r i b e d e a r l i e r i n C h a p t e r I I u n d e r t h e h e a d i n g 
o f " d e v o t e d r e p a i r m e n . " B a r l o w ' s p a p e r i s t y p o g r a p h i c a l l y c o n f u s i n g 
i n r e f e r e n c e s t o a u t h o r s a n d e q u a t i o n s . A m o r e r e a d a b l e b u t l e s s 
t h o r o u g h l y d o c u m e n t e d v e r s i o n a p p e a r s i n t h e t e x t b y B a r l o w a n d P r o s c h a n 
( [ 6 ] , p p . 1 3 9 - 1 5 1 ) . 
ftft • 
K a r l i n a n d M c G r e g o r h a v e p u b l i s h e d o t h e r w o r k s [ 1 1 6 , 1 1 7 , 1 2 2 , 1 2 4 - ] 
t h a t a r e r e l e v a n t i n t h e p r e s e n t c o n t e x t , 
ftftft 
R e c a l l t h a t , a s w i t h a n y M a r k o v p r o c e s s , s u m m a t i o n o f t h e t r a n ­
s i t i o n p r o b a b i l i t i e s P - j - j ( t ) o v e r t h e i n i t i a l s t a t e s i y i e l d s t h e u n c o n ­
d i t i o n a l p r o b a b i l i t i e s P j ( t ) o f b e i n g i n s t a t e j a t t i m e t . H e n c e , i t 
a p p e a r s t h a t B a r l o w ' s e x p o s i t i o n m i g h t o f f e r a m e t h o d f o r o b t a i n i n g 
t i m e - d e p e n d e n t s o l u t i o n s t o t h e p r o b l e m s d i s c u s s e d i n t h e p r e c e d i n g 
p a r a g r a p h s . 
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B a r l o w d e m o n s t r a t e d t h e a p p r o a c h o n a n e x a m p l e w h i c h , i n t h e ' 
p r e s e n t t e r m i n o l o g y , w o u l d b e c a l l e d a Case I I p r o b l e m w i t h N = 1 , 
S = 1 , a n d c = 1 . G e n e r a l l y , i f S > c , t h e r e w i l l b e N + S + 1 p o l y ­
n o m i a l s i n t h e s e t , o n e o f w h i c h i s o f d e g r e e N + S . T h i s c a s t s some 
s e r i o u s d o u b t s o n t h e u s e f u l n e s s o f t h e a p p r o a c h f o r l a r g e v a l u e s o f 
N a n d S . 
As we h a v e s e e n f o r t h e e x p o n e n t i a l c a s e , m o s t q u e s t i o n s o f 
i n t e r e s t c a n b e a n s w e r e d o n c e we h a v e o b t a i n e d t h e a s s o c i a t e d 
o r t h o g o n a l p o l y n o m i a l s . D e t e r m i n i n g t h e r o o t s o f c e r t a i n o f 
t h e s e p o l y n o m i a l s c o n s t i t u t e s t h e p r i n c i p l e d i f f i c u l t y . 
( [ 5 ] , p . 2 5 ; [ 6 ] , p . 1 4 6 . ) 
C o n s t a n t S e r v i c e T i m e s 
I n a s h o r t n o t e , G e o r g e [ 6 8 ] , 1 9 6 4 , h a s d e s c r i b e d a s c h e m e b y 
w h i c h o n e c a n c a l c u l a t e t h e a v e r a g e n u m b e r o f o p e r a t i n g m a c h i n e s i n a 
s y s t e m i n v o l v i n g o n e r e p a i r m a n ; N + S m a c h i n e s o f w h i c h S a r e s p a r e s ; 
a n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l t i m e - t o - f a i l u r e v a r i a t e f o r e a c h m a c h i n e ; a n d 
c o n s t a n t s e r v i c e t i m e T f o r e a c h m a c h i n e . 
M o r e G e n e r a l M o d e l s 
B a r l o w [ 5 ] a l s o d i s c u s s e d r e p a i r m a n p r o b l e m s w i t h s p a r e s p r o ­
v i s i o n i n g a n d i n v o l v i n g m o r e g e n e r a l d i s t r i b u t i o n s t h a n t h e n e g a t i v e 
e x p o n e n t i a l . Two s p e c i f i c m o d e l s w e r e p r e s e n t e d . 
The f i r s t o f t h e s e w a s a m o d e l p o s s e s s i n g c s e r v i c e c h a n n e l s a n d 
c m a c h i n e s , o f w h i c h c - 1 m a c h i n e s w e r e s p a r e s . The m a c h i n e f a i l u r e 
t i m e s w e r e a s s u m e d t o b e n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l l y d i s t r i b u t e d w i t h mean 
t i m e 1 / X a n d t h e s e r v i c e t i m e s w e r e a s s u m e d t o f o l l o w a g e n e r a l d i s ­
t r i b u t i o n w i t h mean t i m e 3 . B a r l o w i d e n t i f i e d t h i s m o d e l w i t h t h e 
t e l e p h o n e t r u n k i n g p r o b l e m o f P o i s s o n i n p u t t o a f i n i t e n u m b e r o f 
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c h a n n e l s w i t h b l o c k e d c a l l s c l e a r e d a n d q u o t e d t h e s o l u t i o n f r o m 
S e v a s t ' y a n o v [ 2 0 2 ] a s 
(X3)n 
P n = " n ! 
w h e r e i s t h e s t e a d y - s t a t e p r o b a b i l i t y t h a t t h e r e a r e n f a i l e d 
m a c h i n e s i n t h e s y s t e m . 
The s e c o n d m o d e l a l s o p o s s e s s e d c s e r v i c e c h a n n e l s a n d c m a c h i n e s 
o f w h i c h c - 1 m a c h i n e s w e r e s p a r e s . H o w e v e r , t h e m a c h i n e f a i l u r e t i m e s 
w e r e a s s u m e d t o f o l l o w a g e n e r a l d i s t r i b u t i o n w i t h mean a a n d t h e 
s e r v i c e t i m e s w e r e a s s u m e d t o b e n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l l y d i s t r i b u t e d 
w i t h mean 1 / y . B a r l o w s t a t e d t h a t t h i s m o d e l y i e l d s t h e same p r o c e s s a s 
o b t a i n e d i n T a k a c s ' m o d e l [ 2 1 9 ] f o r a n o t h e r r e p a i r m a n p r o b l e m ( w i t h o u t 
s p a r e s ) . T a k a c s ' m o d e l ( 3 1 - 3 2 ) was p r e s e n t e d i n C h a p t e r I I . To 
a d a p t i t t o t h e p r e s e n t p r o b l e m , s u b s t i t u t e a , y , a n d c i n p l a c e o f 3 , 
X , a n d m , r e s p e c t i v e l y , a n d r e d e f i n e p ^ t o b e t h e s t e a d y - s t a t e p r o b a ­
b i l i t y t h a t t h e r e a r e n f a i l e d m a c h i n e s i n t h e s y s t e m . 
I t i s a p p a r e n t t h a t t h e s e t w o m o d e l s a r e very s p e c i a l c a s e s a n d 
t h a t a n o p p o r t u n i t y f o r t h e i r u s e w i l l r a r e l y a r i s e i n p r a c t i c a l a p p l i ­
c a t i o n s . H o w e v e r , s u c h i s t h e s t a t e o f t h e a r t . I t i s c l e a r t h a t t h e r e 
i s a n e e d f o r m o r e w o r k i n t h i s a r e a . B a r l o w ' s p a p e r d i d i n d i c a t e o n e 
d i r e c t i o n t h i s w o r k m i g h t t a k e . 
B a r l o w s u g g e s t e d t h a t t h e t e c h n i q u e o f t h e i m b e d d e d s e m i - M a r k o v 
p r o c e s s c o u l d b e u s e d t o s o l v e m o r e g e n e r a l m o d e l s s u c h a s t h e f o l l o w ­





n = 0 , l , 2 , ( 6 4 ) 
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( 1 ) S + 1 m a c h i n e s t o t a l , S s p a r e s , c s e r v i c e c h a n n e l s , g e n e r a l 
f a i l u r e t i m e s , a n d n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l s e r v i c e t i m e s ; a n d 
( 2 ) S + N m a c h i n e s t o t a l , S s p a r e s , o n e s e r v i c e c h a n n e l , 
n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l f a i l u r e t i m e s , a n d g e n e r a l s e r v i c e t i m e s . 
An a p p r o a c h w a s i n d i c c i t e d b u t n o t p u r s u e d t o f o r m u l a t i o n o r 
s o l u t i o n . I t w a s s u g g e s t e d t h a t p o r t i o n s o f t h e s o l u t i o n c o u l d b e 
o b t a i n e d f r o m T a k a c s 1 c o m p l i c a t e d p a p e r [ 2 2 4 ] o n a t e l e p h o n e t r u n k i n g 
p r o b l e m . 
R e l i a b i l i t y - O r i e n t e d I n v e s t i g a t i o n s o f t h e R e p a i r m a n 
M o d e l w i t h S p a r e s 
A v a r i a t i o n o f t h e r e p a i r m a n p r o b l e m w i t h s p a r e s h a s b e e n t h e 
s u b j e c t o f r e l i a b i l i t y - o r i e n t e d i n v e s t i g a t i o n s . The s i t u a t i o n o f i n t e r ­
e s t i s t h a t w h e r e t h e s y s t e m c e a s e s t o o p e r a t e a f t e r t h e s u p p l y o f 
s p a r e s h a s b e e n e x h a u s t e d ( i . e . , Case I o f t h e p r e v i o u s s e c t i o n ) ; w h e r e 
b o t h t h e s p a r e s a n d t h e o p e r a t i n g u n i t s a r e s u b j e c t t o t i m e - d e p e n d e n t 
s t o c h a s t i c f a i l u r e ; w h e r e s e r v i c e t i m e o n a u n i t i s i n d e p e n d e n t o f t h e 
mode o f f a i l u r e ; a n d w h e r e , i n some v e r s i o n s , b o t h t h e s p a r e s a n d t h e 
o p e r a t i n g u n i t s a r e m o n i t o r e d f o r f a i l u r e s ( i . e . , f a i l u r e s a r e n o t 
i m m e d i a t e l y d e t e c t e d ) . 
An i l l u m i n a t i n g e x a m p l e o f t h i s t y p e o f a n a l y s i s h a s b e e n p r o ­
v i d e d b y A s h a r [ 2 ] , 1 9 6 0 . H i s p r o b l e m w a s d e f i n e d e s s e n t i a l l y l i k e t h a t 
o f T a y l o r a n d J a c k s o n [ 2 3 2 ] e x c e p t t h a t i t c o n t a i n e d t h e a d d e d p r o v i s i o n 
t h a t u n i t s i n t h e s p a r e s i n v e n t o r y w e r e s u b j e c t t o f a i l u r e a c c o r d i n g t o 
a n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l d i s t r i b u t i o n w i t h p a r a m e t e r y \ 9 w h e r e X i s t h e 
f a i l u r e r a t e o f a n o p e r a t i n g u n i t a n d y i s a r e a l c o n s t a n t s u c h t h a t 
0 < y < 1 . T h u s , i n c o n t r a s t t o E q u a t i o n s ( 4 0 ) f o r T a y l o r a n d J a c k s o n ' s 
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m o d e l , t h e p r o c e s s may b e c h a r a c t e r i z e d a s f o l l o w s f o r c ^ S : 
X = NX + ( S - n ) y X , 
n 
n = 0 , l , 2 , 
A = NX + (S-n)yA, y n = c p . n = c , c + l , c + 2 , • • • , S ; > ( 6 5 ) 
n = S + l . 
A c t u a l l y , A s h a r t r e a t e d a s o m e w h a t d i f f e r e n t p r o b l e m w i t h c = S + 1 . 
The a b o v e e q u a t i o n s a r e p r o v i d e d o n l y t o s h o w t h e r e l a t i o n s h i p b e t w e e n 
A s h a r ' s v a r i a t i o n a n d a f a m i l i a r r e p a i r m a n p r o b l e m w i t h s p a r e s . 
A s h a r d e v e l o p e d t h e d y n a m i c e q u a t i o n s f o r h i s s y s t e m u s i n g t h e 
u s u a l a r g u m e n t a b o u t p o s s i b l e s t a t e t r a n s i t i o n s i n a s m a l l i n t e r v a l o f 
t i m e A t . He n e x t t r a n s f e r r e d t h e s e e q u a t i o n s i n t o t h e L a p l a c e t r a n s f o r m 
d o m a i n a n d e s t a b l i s h e d a s c h e m e f o r c o m p u t i n g ( o n l y ) P g + l ^ T ^ ' "the u n i ­
l a t e r a l L a p l a c e t r a n s f o r m o f P g + j ^ t ) . ^ e t n e n s h o w e d h o w t h e r e l i a b i l ­
i t y a n d t h e f a i l u r e d e n s i t y f u n c t i o n s o f t h e s y s t e m c o u l d b e c a l c u l a t e d 
e 
f r o m • P g ^ ^ 1 ) * F i n a l l y , A s h a r d e v e l o p e d a s u m m a t i o n e x p r e s s i o n f o r t h e 
e x p e c t e d t i m e t o s y s t e m f a i l u r e . 
F r o m t h e v i e w p o i n t o f t h e p r e s e n t i n v e s t i g a t i o n , A s h a r ' s r e s u l t s 
a r e i n c o m p l e t e s i n c e t h e y f a i l t o f u l f i l l t h e o b j e c t i v e o f m o d e l i n g t h e 
s t a t e - d e p e n d e n t s t o c h a s t i c n a t u r e o f t h e p r o c e s s . T h i s i s a common 
f a i l i n g o f t h e r e l i a b i l i t y - o r i e n t e d i n v e s t i g a t i o n s o f r e p a i r m a n p r o b l e m s 
w i t h s p a r e s a n d , f r o m t h e p r e s e n t s t a n d p o i n t , t h e r e p o r t s o n s u c h 
i n v e s t i g a t i o n s m u s t b e r e g a r d e d a s a s o u r c e o f s u g g e s t i o n s f o r p o s s i b l e 
v a r i a t i o n s o n t h e b a s i c m o d e l s r a t h e r t h a n a s u s e f u l b a c k g r o u n d m a t e r i a l . 
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T o p r o v i d e a n e n t r e e i n t o t h i s a r e a o f t h e l i t e r a t u r e , r e f e r e n c e i s made 
t o t h e p a p e r s b y A s h a r [ 2 ] , B u z z a n c a a n d G o l d s t e i n [ 2 3 ] , N a t a r a j a n 
[ 1 6 5 ] , Omae [ 1 7 0 , 1 7 1 ] , R o h n [ 1 9 1 ] , a n d S r i n i v a s a n [ 2 0 5 ] . 
N e t w o r k s o f Q u e u e s 
N e t w o r k s , C y c l i c Q u e u e s , a n d R e p a i r m a n M o d e l s 
T h i s s e c t i o n w i l l p r e s e n t a n a b b r e v i a t e d d i s c u s s i o n o f q u e u e i n g 
n e t w o r k l i t e r a t u r e a s a p r e f a c e t o t h e d i s c u s s i o n o f c y c l i c q u e u e s w h i c h 
f o l l o w s . As w i l l b e o b s e r v e d , c y c l i c q u e u e s f o r m a s u b s e t o f q u e u e i n g 
n e t w o r k s . M o r e s p e c i f i c a l l y , a c y c l i c q u e u e i n g n e t w o r k i s a t a n d e m 
q u e u e i n g n e t w o r k w i t h t o t a l f e e d b a c k f r o m t h e l a s t t o t h e f i r s t s t a g e . 
C y c l i c q u e u e s a r e t h e m s e l v e s o f i n t e r e s t b e c a u s e t h e y a r e a g e n e r a l i ­
z a t i o n o f b o t h r e g u l a r r e p a i r m a n m o d e l s a n d t h o s e w i t h s p a r e s . The 
e x i s t e n c e o f t h i s h i e r a r c h y o f c l a s s e s o f q u e u e i n g m o d e l s , 
{ R e p a i r m a n M o d e l s } c { R e p a i r m a n M o d e l s w i t h S p a r e s } 
( 6 6 ) 
c { C y c l i c Q u e u e s } c { N e t w o r k s o f Q u e u e s } , 
h a s i m p o r t a n t i m p l i c a t i o n s t o w a r d t h e t e c h n i q u e s p o t e n t i a l l y a v a i l a b l e 
f o r t h e s t u d y o f r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s . 
T h e r e a r e t w o u s u a l a p p r o a c h e s t o t h e s t u d y o f n e t w o r k s o f 
q u e u e s . T h e f i r s t c o n s i s t s o f a r e t i c u l a t i o n o f t h e n e t w o r k i n t o d i s ­
c r e t e s t a g e s , e a c h c o m p r i s e d o f a s e r v i c e s t a t i o n a n d i t s a s s o c i a t e d 
w a i t i n g l i n e as s h o w n i n F i g u r e 2 . S u c h i s o l a t i o n o f q u e u e s b e c o m e s 
u s e f u l i f i t c a n b e s h o w n t h a t t h e s t e a d y - s t a t e d e p a r t u r e p r o c e s s f r o m 
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a q u e u e i n g s y s t e m c a n b e e x p r e s s e d i n a f o r m i n d e p e n d e n t o f t h e s t a t e 
p a r a m e t e r s o f t h a t s y s t e m . U n f o r t u n a t e l y , t h i s i s n o t g e n e r a l l y t h e 
c a s e u n l e s s t h e n e t w o r k i s c o m p r i s e d o f M |M|C q u e u e s . The s e c o n d 
a p p r o a c h c o n s i s t s o f a n a l y z i n g s e v e r a l c o m p o n e n t q u e u e s a s a c o m p o s i t e 
g r o u p o f q u e u e s i n p a r a l l e l ( F i g u r e 5 ) , t a n d e m ( F i g u r e 6 ) , o r f e e d b a c k 
( F i g u r e 7 ) a r r a y s . T h e k e y e l e m e n t i n e i t h e r a p p r o a c h — b u t e s p e c i a l l y 
i n t h e f i r s t — i s t o o b t a i n a r e p r e s e n t a t i o n o f t h e d e p a r t u r e p r o c e s s . 
Common 
I n p u t 
I n p u t 1 
I n p u t 
D i v e r g e n c e 
t R u l e 
I n p u t 2 
Q u e u e i n g 
S y s t e m 
N o . 1 
Q u e u e i n g 
S y s t e m 
N o . 2 
O u t p u t 1 
O u t p u t 
C o n v e r g e n c e 
R u l e 
O u t p u t
 t 
O u t p u t 2 
F i g u r e 5 . Two Q u e u e s i n P a r a l l e l 
I n p u t Q u e u e i n g 
S y s t e m 
N o . 1 
O u t p u t 1 = I n p u t 2
 } 
Q u e u e i n g 
S y s t e m 
N o . 2 
O u t p u t } 
F i g u r e 6 . Two Q u e u e s i n S e r i e s ( " T a n d e m " Q u e u e s ) 
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I n p u t 
Q u e u e i n g 
S y s t e m 
N o . 1 
r C o n v e r g e s ce 
R u l e 
Q u e u e i n g 
S y s t e m D i v e r g e n c e 
R u l e 
N o . 2 
( F e e d b a c k P a t h ) 
F i g u r e 7 . E x a m p l e o f F e e d b a c k i n a N e t w o r k o f Q u e u e s 
D e p a r t u r e P r o c e s s e s 
O n l y s t e a d y - s t a t e r e s u l t s h a v e b e e n o b t a i n e d f o r t h e d e p a r t u r e 
p r o c e s s f r o m a s i n g l e q u e u e i n g s y s t e m . T h e f i r s t c o m p l e t e d e r i v a t i o n 
o f a n o u t p u t d i s t r i b u t i o n w a s g i v e n i n 1 9 5 6 b y B u r k e [ 2 1 ] , w h o s h o w e d 
t h a t t h e o u t p u t o f t h e M | M | c q u e u e i s i t s e l f P o i s s o n w i t h t h e same 
p a r a m e t e r a s t h e i n p u t . I n d e p e n d e n t d e r i v a t i o n s o f a n d / o r p a r t i a l c o n ­
v e r s e s t o t h i s f a c t h a v e b e e n g i v e n b y R e i c h [ 1 8 4 ] , F i n c h [ 5 6 , 5 8 ] , 
C h e s b r o u g h [ 2 6 ] , C o h e n [ 3 0 ] , a n d J e n k i n s [ 1 0 8 ] . O n l y o n e g e n e r a l i z a t i o n 
o f B u r k e ' s r e s u l t i s k n o w n : M i r a s o l [ 1 5 3 ] h a s s h o w n t h a t t h e o u t p u t 
p r o c e s s o f t h e m | g | ° ° q u e u e i s P o i s s o n . K e n d a l l [ 1 3 0 ] h a s v e r y s i m p l y 
o b t a i n e d M i r a s o l ' s r e s u l t f o r t h e s p e c i a l c a s e w h e r e t h e s e r v i c e t i m e 
d i s t r i b u t i o n i s a s t e p f u n c t i o n . 
M e t h o d s f o r o b t a i n i n g L a p l a c e t r a n s f o r m s o f m o r e g e n e r a l q u e u e 
o u t p u t d i s t r i b u t i o n s h a v e b e e n d e s c r i b e d b y C h a n g [ 2 4 ] a n d C h e s b r o u g h 
[ 2 6 ] , The c o r r e l a t i o n s t r u c t u r e o f d e p a r t u r e p r o c e s s e s h a v e b e e n 
s t u d i e d b y J e n k i n s [ 1 0 8 ] , f o r m | e ^ | i q u e u e s , a n d C o x [ 3 9 ] , f o r gamma-
d i s t r i b u t e d s e r v i c e t i m e s . F o r s u r v e y m a t e r i a l o n d e p a r t u r e p r o c e s s e s , 
r e f e r e n c e i s made t o C h e s b r o u g h [ 2 6 ] a n d R e i c h [ 1 8 6 ] , 
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N e t w o r k s o f Q u e u e s 
Q u e u e s i n T a n d e m . The e a r l i e s t k n o w n r e s u l t o n t a n d e m q u e u e s i s 
E r l a n g ' s p r o o f [ 1 8 ] t h a t k M | M | I q u e u e s i n t a n d e m w i t h n o i n t e r - s t a g e 
w a i t i n g ( i . e . , p h a s e - t y p e s e r v i c i n g ) a r e e q u i v a l e n t t o a s i n g l e M|E | l 
K 
* 
q u e u e . T h i s r e s u l t a n d B u r k e ' s M |M|C o u t p u t r e s u l t [ 2 1 ] h a v e p r o v e d 
t o b e t h e u n d e r l y i n g i n f l u e n c e s o n t h e s t u d y o f q u e u e s i n s e r i e s . 
Among t h e m o r e s i g n i f i c a n t p a p e r s o n t a n d e m q u e u e s a r e t h o s e b y B u r k e 
[ 2 2 ] , De B a u n a n d K a t z [ 4 3 ] , G h o s a l [ 6 9 ] , H u n t [ 9 4 ] , J . R. J a c k s o n 
[ 9 5 - 9 7 ] , R. R. P . J a c k s o n [ 9 8 , 9 9 ] , L o y n e s [ 1 4 6 ] , M o r s e [ 1 5 9 ] , N e l s o n 
[ 1 6 6 , 1 6 7 ] , O ' B r i e n [ 1 6 8 ] , R e i c h [ 1 8 4 , 1 8 5 ] , a n d S a c k s [ 1 9 9 ] . A n u m b e r 
o f i n t e r e s t i n g a p p l i c a t i o n s h a v e b e e n s t u d i e d b y M o r s e [ 1 5 9 ] a n d 
M o r r i s [ 1 5 8 ] . I n c i d e n t a l l y , t h e p a p e r b y R. R. P . J a c k s o n [ 9 9 ] w a s 
d i r e c t l y m o t i v a t e d b y o b s e r v a t i o n o f t h e i n t e r n a l o p e r a t i o n o f a n a i r ­
c r a f t e n g i n e o v e r h a u l f a c i l i t y . 
A d d i t i o n a l r e f e r e n c e s may b e o b t a i n e d f r o m t h e b i b l i o g r a p h i e s o f 
t h e c i t e d m a i n s t r e a m p a p e r s a n d f r o m t h e s u r v e y s g i v e n b y L e e [ 1 4 4 ] , 
S a a t y ( [ 1 9 6 ] , C h . 1 2 ; [ 1 9 7 ] ) S C h e s b r o u g h [ 2 6 ] , a n d R e i c h [ 1 8 6 ] . 
Q u e u e s i n P a r a l l e l . C o m p a r e d w i t h t h e f a i r l y e x t e n s i v e l i t e r a ­
t u r e o n t a n d e m q u e u e s , t h a t o n p a r a l l e l q u e u e s i s q u i t e l i m i t e d . O f 
c o u r s e , i t i s p o s s i b l e t o m o d e l some o f t h e s i m p l e r p a r a l l e l q u e u e i n g 
s i t u a t i o n s w i t h t h e s t a n d a r d ( h o m o g e n e o u s s e r v e r s ) m u l t i c h a n n e l m o d e l s 
o f q u e u e i n g t h e o r y . M u l t i c h a n n e l m o d e l s w i t h h e t e r o g e n o u s s e r v e r s 
( u s u a l l y m o d i f i e d M | M | C ) h a v e b e e n s t u d i e d b y , e . g . , D a r u [ 4 2 ] , G a n i 
ft 
T h i s r e s u l t h a s i m p o r t a n t i m p l i c a t i o n s f o r t h e m o d e l s d e v e l o p e d 
i n C h a p t e r V . 
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[ 6 3 ] , G a n i a n d P y k e [ 6 4 ] , G u m b e l [ 7 5 ] , a n d K r i s h n a m o o r t h i [ 1 4 1 ] f o r 
v a r i o u s a s s u m p t i o n s a b o u t t h e q u e u e d i s c i p l i n e f o r a common w a i t i n g 
l i n e . S i m i l a r s t u d i e s h a v e b e e n made b y , e . g . , H a i g h t [ 7 7 ] , W i l k i n s 
[ 2 4 9 ] , a n d K i n g m a n [ 1 3 4 ] f o r t h e c a s e o f d i s t i n c t w a i t i n g l i n e s . 
U s i n g t h e a b o v e - m e n t i o n e d r e s u l t s d u e t o B u r k e [ 2 1 ] a n d E r l a n g 
[ 1 8 ] a n d t h e a d d i t i o n a l f a c t t h a t t h e sum o f P o i s s o n v a r i a t e s i s i t s e l f 
a P o i s s o n v a r i a t e ( s e e , e . g . , R o m a n i [ 1 9 2 ] ) , C o h e n [ 3 0 ] a n d J . R. J a c k ­
s o n [ 9 5 ] h a v e s t u d i e d n e t w o r k s o f m | m | C q u e u e s i n v a r i o u s p a r a l l e l a n d 
s e r i e s c o n f i g u r a t i o n s . N e l s o n ' s s i m u l a t i o n e x p e r i m e n t s [ 1 6 7 ] s h o u l d 
a l s o b e m e n t i o n e d i n t h i s c o n n e c t i o n . R e f e r e n c e i s made t o M o r s e [ 1 5 9 ] 
a n d M o r r i s [ 1 5 8 ] f o r i n t e r e s t i n g a p p l i c a t i o n s a n d t o C h e s b r o u g h [ 2 6 ] 
a n d S a a t y ( [ 1 9 6 ] , C h . 1 2 ; [ 1 9 7 ] ) f o r a d d i t i o n a l r e f e r e n c e s a n d s u r v e y 
m a t e r i a l . 
Q u e u e s w i t h F e e d b a c k . R e p a i r m a n m o d e l s , r e p a i r m a n m o d e l s w i t h 
s p a r e s , a n d c y c l i c q u e u e i n g m o d e l s h a v e b e e n d i s c u s s e d i n some d e t a i l 
e l s e w h e r e i n t h i s s u r v e y . A l l s u c h m o d e l s a r e e x a m p l e s o f q u e u e i n g w i t h 
f e e d b a c k . A t t e n t i o n i s a l s o d i r e c t e d t o t h e w o r k o f T a k a c s [ 2 2 9 ] a n d 
C h a n g [ 2 5 ] o n m o d e l s o f s i n g l e - s e r v e r q u e u e s w i t h f e e d b a c k . T a k a c s ' 
m o d e l i s b a s i c a l l y t h a t o f a M | G | l q u e u e e x c e p t t h a t d e p a r t i n g u n i t s 
a r e a s s u m e d t o i m m e d i a t e l y r e j o i n t h e q u e u e w i t h p r o b a b i l i t y p ( 0 < p < l ) . 
C h a n g ' s m o d e l s a r e a d a p t a t i o n s o f T a k a c s ' m o d e l w h i c h i n v o l v e t h e 
a d d i t i o n a l r a m i f i c a t i o n s o f a r r i v a l s f r o m N p r i o r i t y c l a s s e s a n d 
The p a p e r s [ 6 3 , 6 4 ] w e r e a t r e a t m e n t o f a n e q u i v a l e n t p r o b l e m i n 
dam t h e o r y . F o r a t h o r o u g h d i s c u s s i o n o f b a s i c dam t h e o r y , s e e G a n i 
[ 6 2 ] . F o r a u n i f y i n g d i s c u s s i o n o f q u e u e s a n d d a m s , s e e P r a b h u [ 1 8 3 ] . 
9 1 
ft 
s e r v i c i n g o n a t i m e - s h a r i n g b a s i s . 
ftft 
C y c l i c Q u e u e s 
K o e n i g s b e r g ' s W o r k 
C y c l i c q u e u e s a r e a n i n n o v a t i o n d u e t o E . K o e n i g s b e r g [ 1 3 8 , 1 3 9 ] . 
T h e i r r e l e v a n c e i n t h e p r e s e n t d i s c u s s i o n w a s d e s c r i b e d i n t h e i n t r o d u c ­
t i o n t o t h e p r e v i o u s s e c t i o n a n d i l l u s t r a t e d i n E q u a t i o n ( 6 6 ) . C y c l i c 
q u e u e s a r e u s e f u l i n t h e s t u d y o f m a i n t e n a n c e f l o w s y s t e m s i n w h i c h 
m a c h i n e o p e r a t i o n , r e p a i r , o r b o t h o c c u r i n s e v e r a l d i s c r e t e p h a s e s . 
The s i m p l e s t s e t s o f c y c l i c q u e u e s a r e t h e r e p a i r m a n m o d e l s a n d t h e 
r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s . 
A d e s c r i p t i o n o f c y c l i c q u e u e i n g s y s t e m s c a n p e r h a p s b e s t b e 
g i v e n i n r e l a t i o n t o K o e n i g s b e r g ' s t w o p i o n e e r i n g p a p e r s . K o e n i g s b e r g 
[ 1 3 8 ] , 1 9 5 8 , m o d e l e d a c o a l - c u t t i n g p r o b l e m a s a s e t o f k t a n d e m M | M | I 
q u e u e s ( o p e r a t i o n s p e r f o r m e d ) s e r v i n g N u n i t s ( m i n e f a c e s ) i n r o t a t i o n . 
E a c h o p e r a t i o n h a d a n e g a t i v e e x p o n e n t i a l s e r v i c e t i m e d i s t r i b u t i o n 
a n d , a f t e r u n i t s 1 t h r o u g h N w e r e s e r v e d , t h e s e q u e n c e was r e p e a t e d . 
T h i s t y p e o f c l o s e d s y s t e m h e c a l l e d " c y c l i c q u e u e s . " ( S e e F i g u r e 8 . ) 
K o e n i g s b e r g o b t a i n e d a m u l t i v a r i a t e , s t e a d y - s t a t e p r o b a b i l i t y d i s t r i b u ­
t i o n f o r t h e n u m b e r o f u n i t s i n e a c h w a i t i n g l i n e . 
^ C h a n g ' s m o d e l s [ 2 5 ] a r e a p p l i c a b l e t o t h e a n a l y s i s o f t i m e ­
s h a r i n g c o m p u t e r ( a n d o t h e r ) s y s t e m s . S t u d i e s i n t h i s a r e a o f a p p l i c a ­
t i o n h a v e p r o f i t e d f r o m a n d made c o n t r i b u t i o n s t o t h e t h e o r y o f q u e u e s 
w i t h f e e d b a c k . See C h a n g ' s b i b l i o g r a p h y f o r a n e n t r e e i n t o t h i s 
l i t e r a t u r e . 
ftft 
A d d i t i o n a l d i s c u s s i o n o f r e s u l t s f r o m c y c l i c q u e u e i n g t h e o r y 
a p p e a r s i n C h a p t e r V . 
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S y s t e m >_ S y s t e m y . • . S y s t e m > • • •——>- S y s t e m 
N o . 1 N o . 2 N o . ] N o . k 
F i g u r e 8 . C y c l i c Q u e u e s 
I n a s e c o n d p a p e r [ 1 3 9 ] , K o e n i g s b e r g i l l u s t r a t e d t h e r e l a t i o n s h i p 
b e t w e e n c y c l i c q u e u e s a n d t h e s u b s e t o f r e p a i r m a n m o d e l s , i n c l u d i n g 
t h o s e w i t h s p a r e s . H i s m o d e l t w o M | M | c s t a g e s v i s i t e d i n r o t a t i o n b y N 
m a c h i n e s . The f i r s t s t a g e w a s r e g a r d e d a s b e i n g a r e p a i r f a c i l i t y w i t h 
c ^ s e r v e r s a n d t h e s e c o n d a s a w o r k i n g a r e a w i t h a c a p a c i t y o f c^ w o r k ­
i n g p o s i t i o n s f o r m a c h i n e s . The w a i t i n g l i n e a s s o c i a t e d w i t h t h e f i r s t 
s t a g e c o n t a i n e d f a i l e d m a c h i n e s a w a i t i n g r e p a i r a n d t h a t a s s o c i a t e d w i t h 
t h e s e c o n d s t a g e c o n t a i n e d r e p a i r e d , b u t i d l e , m a c h i n e s a w a i t i n g a w o r k ­
i n g p o s i t i o n . F o r c^ < N , i t c a n b e s e e n t h a t t h i s s y s t e m i s e q u i v a l e n t 
t o t h a t s t u d i e d i n a n o t h e r w a y b y T o f t a n d B o o t h r o y d [ 2 4 0 ] , t h a t i s , a 
r e p a i r m a n m o d e l w i t h s p a r e s . F o r - N , t h e s y s t e m r e d u c e s t o t h e 
s i m p l e r e p a i r m a n m o d e l s t u d i e d b y P a l m [ 1 7 3 ] a n d o t h e r s . 
As i n t h e p r e v i o u s p a p e r , K o e n i g s b e r g f o u n d ( b i v a r i a t e ) s t e a d y -
s t a t e p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n s f o r t h e n u m b e r o f u n i t s i n e a c h w a i t i n g 
l i n e . F o r m u l a e w e r e g i v e n f o r a n u m b e r o f s t a t i s t i c s o f i n t e r e s t a n d 
s e v e r a l n u m e r i c a l e x a m p l e s w e r e u s e d t o i l l u s t r a t e t h e i r a p p l i c a t i o n t o 
s y s t e m s d e s i g n . 
K o e n i g s b e r g * s w o r k h a s p r o v e d u s e f u l i n a n u m b e r o f a p p l i c a t i o n s . 
F o r e x a m p l e , H a l l [ 7 8 ] h a s a p p l i e d i t t o a s y s t e m m a i n t a i n a b i l i t y s t u d y , 
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L e e s e [ 1 4 5 ] h a s u s e d i t i n a n a i r c r a f t m a i n t e n a n c e s t u d y , a n d M i r a s o l 
[ 1 5 4 ] h a s a p p l i e d i t t o t h e i n v e s t i g a t i o n o f a l a r g e l o g i s t i c s s y s t e m . 
F u j i m o t o a n d Oda [ 6 1 ] h a v e a p p l i e d t h e t h e o r y o f c y c l i c q u e u e s ( s o u r c e 
n o t c i t e d ) t o t h e s t u d y o f t h e c i r c u l a t i o n o f s p a r e p a r t s f o r t h e 
r o l l i n g s t o c k o f a r a i l r o a d . 
G e n e r a l i z a t i o n s o f K o e n i g s b e r g ' s M o d e l s 
F i n c h [ 5 7 ] , 1 9 5 9 , s t u d i e d t h e same p r o b l e m a s K o e n i g s b e r g [ 1 3 8 ] . 
H o w e v e r , i n h i s m o d e l , a u n i t r e t u r n e d t o t h e j t h q u e u e w i t h p r o b a b i l i t y 
p.. u p o n c o m p l e t i n g s e r v i c e a t t h e l a s t q u e u e . F i n c h o b t a i n e d t h e m u l t i ­
v a r i a t e , s t e a d y - s t a t e p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n f o r t h e n u m b e r o f u n i t s 
i n e a c h w a i t i n g l i n e . 
B e n s o n a n d G r e g o r y [ 1 4 ] , 1 9 6 1 , g e n e r a l i z e d K o e n i g s b e r g ' s m o d e l 
i n s e v e r a l d i r e c t i o n s . T h e i r m o d e l a l s o i n v o l v e d a s e t o f k t a n d e m 
M | M | l q u e u e s i n a c l o s e d l o o p ; h o w e v e r , t w o r e f i n e m e n t s w e r e a d d e d . 
F i r s t , i t w a s a s s u m e d t h a t a u n i t d e p a r t i n g f r o m s t a g e j w o u l d r e q u i r e 
a f i n i t e " t r a n s i t " t i m e t o r e a c h t h e n e x t s t a g e . A l l t r a n s i t t i m e s 
w e r e a s s u m e d t o b e n e g a t i v e e x p o n e n t i a l v a r i a t e s . S e c o n d , i t w a s 
a s s u m e d t h a t , i n a d d i t i o n t o t h e c l o s e d - l o o p u n i t s , e a c h s t a g e a l s o 
r e c e i v e d a r r i v a l s f r o m o u t s i d e t h e s y s t e m . The e x o g e n o u s a r r i v a l s w e r e 
a s s u m e d t o j o i n t h e q u e u e b e f o r e a s t a g e , r e c e i v e n o n p r e f e r e n t i a l F I F O 
s e r v i c e , a n d a f t e r w a r d s d e p a r t t o a n e x t e r n a l l o c a t i o n . A l l e x o g e n o u s 
i n t e r a r r i v a l t i m e d i s t r i b u t i n s w e r e a s s u m e d t o b e n e g a t i v e e x p o n e n t i a l . 
M u l t i v a r i a t e , s t e a d y - s t a t e p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n s f o r t h e n u m b e r o f 
u n i t s i n e a c h w a i t i n g l i n e w e r e r e p o r t e d a n d u s e d i n f o r m u l a e f o r v a r i ­
o u s s t a t i s t i c s o f i n t e r e s t . 
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M o r e r e c e n t w o r k b y P o s n e r a n d B e r n h o l t z [ 1 7 9 , 1 8 0 ] , 1 9 6 7 , h a s 
r e s u l t e d i n s e v e r a l g e n e r a l i z a t i o n s o f B e n s o n a n d G r e g o r y ' s m o d e l 
( e x c l u d i n g e x o g e n o u s a r r i v a l s ) . The t r a n s i t t i m e s o f a u n i t f r o m s t a g e 
j t o s t a g e j + 1 w e r e a s s u m e d t o b e d i s t r i b u t e d a c c o r d i n g t o a g e n e r a l 
f u n c t i o n G . . ( • ) . The s e r v i c e t i m e o f s t a g e j w a s a s s u m e d t o b e a 
n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l l y d i s t r i b u t e d v a r i a t e , w i t h p a r a m e t e r A ^ n d e p e n d e n t 
u p o n t h e n u m b e r n . . o f u n i t s i n t h e w a i t i n g l i n e b e f o r e t h a t s t a g e . 
U s i n g t h e s u p p l e m e n t a r y v a r i a b l e t e c h n i q u e , t h e a u t h o r s o b t a i n e d m u l t i ­
v a r i a t e , s t e a d y - s t a t e p r o b a b i l i t i e s f o r t h e s t a t e s o f t h e s y s t e m a n d 
d i s c u s s e d t h e u s u a l s t a t i s t i c s o f i n t e r e s t . T h e i r f i r s t p a p e r [ 1 8 0 ] 
t r e a t e d a t w o - s t a g e m o d e l a n d t h e i r s e c o n d p a p e r [ 1 7 9 ] e x t e n d e d a n a l y s i s 
t o t h e m o r e g e n e r a l m o d e l w i t h k s t a g e s . 
I n o t h e r r e c e n t w o r k , G o r d o n a n d N e w e l l [ 7 1 ] h a v e s t u d i e d 
K o e n i g s b e r g ' s m o d e l [ 1 3 8 ] w i t h t h e a d d i t i o n a l a s s u m p t i o n o f r e s t r i c t e d 
w a i t i n g s p a c e b e t w e e n s t a g e s . , S t a t i o n a r y , m u l t i v a r i a t e s t a t e p r o b a ­
b i l i t i e s w e r e o b t a i n e d f o r t h r e e c a s e s : ( l ) a t w o - s t a g e n e t w o r k , ( 2 ) a 
k - s t a g e n e t w o r k w i t h s o f e w u n i t s t h a t b l o c k i n g i s n e g l i g i b l e , a n d ( 3 ) 
a k - s t a g e n e t w o r k w i t h s o many u n i t s t h a t b l o c k i n g , p r e d o m i n a t e s . 
G o r d o n a n d N e w e l l [ 7 0 ] , P e l c z y n s k i [ 1 7 7 ] , P o s n e r a n d B e r n h o l t z 
[ 1 7 9 , 1 8 1 , 1 8 2 ] , a n d S w e r s e y [ 2 1 0 , 2 1 1 ] a l l h a v e s t u d i e d g e n e r a l i z a t i o n s o f 
c y c l i c q u e u e s i n w h i c h u n i t s c o m p l e t i n g s e r v i c e a t t h e ith s t a g e j o i n 
t h e q u e u e a t t h e j t / z s t a g e ( i , j = l , 2 , 3 , • • • , k ) w i t h t r a n s i t i o n p r o b a b i l i ­
t y P ^ j • T h e s e f i n i t e m o d e l s , , o f t e n r e f e r r e d t o a s " c l o s e d q u e u e s , " a r e 
n o t r e s t r i c t e d t o c y c l i c q u e u e i n g s i t u a t i o n s b u t a p p l y i n g e n e r a l t o 
c o m p l e x n e t w o r k s o f q u e u e s . 
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CHAPTER I V 
POISSON REPAIRMAN MODELS WITH SPARES 
I n t r o d u c t i o n 
T h i s c h a p t e r w i l l p r e s e n t a v a r i e t y o f n e w r e s u l t s a n d o b s e r v a ­
t i o n s o n r e p a i r m a n p r o b l e m s w i t h s p a r e s i n w h i c h t h e u n i t s h a v e 
n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l l y d i s t r i b u t e d f a i l u r e a n d s e r v i c e t i m e s . T o p i c s 
t o b e d i s c u s s e d a r e ( i n o r d e r ) s p a r e s w h i c h f a i l i n s t o r a g e , a r t i f i ­
c i a l l y e x t e n d e d s e r v i c e i n t e r v a l s , r e d u c t i o n o f s y s t e m f a i l u r e s , t h e 
p r o s p e c t s f o r t i m e - d e p e n d e n t s o l u t i o n s , r e p a i r m e n w i t h a n c i l l a r y 
d u t i e s , f a u l t y r e p a i r s , c y c l i c q u e u e s , t r a n s i t d e l a y s , a n d t h e s e r v i c i n g 
o f a i r c r a f t e n g i n e s . The p r i n c i p a l m e t h o d s o f a t t a c k a r e t h o s e o f 
P o i s s o n q u e u e i n g t h e o r y ( s e e a s p e c t s o u t l i n e d i n C h a p t e r I a n d t h e 
g e n e r a l s u r v e y b y S a a t y [ 1 9 6 ] ) a n d t h o s e o f c y c l i c a n d f i n i t e q u e u e i n g 
n e t w o r k t h e o r y ( s e e s u r v e y i n C h a p t e r I I I ) . 
P r e v i o u s w o r k o n P o i s s o n r e p a i r m a n p r o b l e m s w i t h s p a r e s h a s b e e n 
d o n e b y T a y l o r a n d J a c k s o n [ 2 3 2 ] , b y T o f t a n d B o o t h r o y d [ 2 4 0 ] , a n d , i n 
t h e c o n t e x t o f c y c l i c q u e u e i n g p r o b l e m s , b y K o e n i g s b e r g [ 1 3 8 - 1 3 9 ] . T h e i r 
p a p e r s a r e r e v i e w e d i n C h a p t e r I I I . Many o f t h e n e w m o d e l s a r e c h a r a c -
t e r i z a b l e a s b e i n g e x t e n s i o n s , e m b e l l i s h m e n t s , o r g e n e r a l i z a t i o n s o f t h e 
T a y l o r a n d J a c k s o n m o d e l ( E q u a t i o n s ( 4 1 - 4 2 ) ) a n d / o r T o f t a n d B o o t h r o y d 
m o d e l ( E q u a t i o n s ( 5 9 - 6 1 ) ) ; h e n c e , t h e r e a d e r may f i n d i t u s e f u l t o 
r e v i e w t h e a s s u m p t i o n s a n d r e l a t i o n s u n d e r l y i n g t h e i r m o d e l s . F u r t h e r , 
The d i s c u s s i o n o f t r a f f i c i n t e n s i t y c e n t e r e d a r o u n d E q u a t i o n s 
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t h e r e a d e r may f i n d t h e m a t e r i a l o f C h a p t e r I I , o n r e p a i r m a n m o d e l s 
w i t h o u t s p a r e s , i n t e r e s t i n g a s g e n e r a l b a c k g r o u n d i n f o r m a t i o n . He w i l l 
f i n d t h a t some o f t h e n e w m o d e l s a r e a n a l o g u e s t o t h e s e r e g u l a r r e p a i r ­
man m o d e l s w h i l e some p r o v i d e n e w r e g u l a r r e p a i r m a n m o d e l s w h e n t h e 
s p a r e s p a r a m e t e r i s s e t t o z e r o . 
The e m p h a s i s i n t h i s c h a p t e r h a s b e e n o n t h e f o r m u l a t i o n o f new 
a n a l y t i c r e p r e s e n t a t i o n s , i n v o l v i n g s y m b o l i c a l l y g e n e r a l p a r a m e t e r s , f o r 
a v a r i e t y o f r e p a i r m a n s y s t e m s w i t h s p a r e s . B e c a u s e o f t h e c o m p l e x i t y 
o f t h e e q u a t i o n s o b t a i n e d , n o e f f o r t w a s made t o w r i t e e x p l i c i t f o r m u ­
l a e f o r t h e s t a t i s t i c s o f p o s s i b l e i n t e r e s t . I t was f o u n d i n mos t 
i n s t a n c e s t h a t t h e w r i t i n g o f s u c h f o r m u l a e w o u l d c o n s i s t e s s e n t i a l l y o f 
a r e - l i s t i n g o f d e f i n i t i o n s w i t h n o c o r r e s p o n d i n g r e d u c t i o n i n t h e c o m ­
p l e x i t y o f t h e i n d i v i d u a l t e r m s o f a s u m m a t i o n . T a y l o r a n d J a c k s o n a n d 
T o f t a n d B o o t h r o y d e n c o u n t e r e d t h e same d i f f i c u l t y f o r e v e n t h e i r r e l a ­
t i v e l y s i m p l e m o d e l s . A c c o r d i n g l y , we f o l l o w t h e i r l e a d a n d r e f e r t h e 
u s e r t o t h e s t a n d a r d d e f i n i t i o n s l i s t e d i n C h a p t e r I I I ( E q u a t i o n s ( 4 3 -
4 7 , 6 2 - 6 3 ) w i t h o b v i o u s c h o i c e s f o r t h e s u m m a t i o n b o u n d s ) , f r o m w h i c h h e 
s h o u l d b e a b l e t o e a s i l y c a l c u l a t e t h e s e s t a t i s t i c s f o r s p e c i f i c c a s e s 
o f i n t e r e s t t o h i m . 
M o d e l s w i t h S p a r e s w h i c h F a i l i n S t o r a g e 
A s h a r ' s N o t i o n 
I n C h a p t e r I I I , a b r i e f d e s c r i p t i o n w a s g i v e n o f A s h a r ' s n o t i o n 
( 4 8 - 5 3) w i l l b e o f p a r t i c u l a r i n t e r e s t . The c o n c l u s i o n t h a t t h e o n l y 
" p r a c t i c a l " c a s e i s t h a t f o r w h i c h * t h e t r a f f i c i n t e n s i t y i s l e s s t h a n 
u n i t y ( i . e . , N A / c y < 1 ) w i l l b e s e e n t o a p p l y t o a l l t h e m o d e l s o f 
C h a p t e r I V . 
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o f s p a r e s w h i c h c a n f a i l d u r i n g s t o r a g e . S p e c i f i c a l l y , A s h a r [ 2 ] a s s u m e d 
t h a t u n i t s i n t h e s p a r e s i n v e n t o r y w e r e s u b j e c t t o f a i l u r e a c c o r d i n g 
t o a n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l d i s t r i b u t i o n w i t h mean r a t e yXt w h e r e A i s t h e 
f a i l u r e r a t e o f a n o p e r a t i n g m a c h i n e a n d y i s a r e a l c o n s t a n t s u c h t h a t 
0 < y - 1 • T h i s m i g h t b e t h e c a s e w h e r e s t a n d b y u n i t s a r e m a i n t a i n e d i n 
a s e m i - o p e r a t i v e s t a t e . I t was a s s u m e d t h a t f a i l u r e s o f a n y t y p e w e r e 
i m m e d i a t e l y d e t e c t e d a n d e n t e r e d i n f o t h e r e p a i r q u e u e . As p r e v i o u s l y 
n o t e d , A s h a r d i d n o t f u l l y d e v e l o p a m o d e l o f h i s p r o b l e m b u t i n s t e a d 
c o n f i n e d h i s i n v e s t i g a t i o n t o a s t u d y o f t h e p r o b a b i l i t y o f a t o t a l 
s y s t e m f a i l u r e f o r a g i v e n o p e r a t i n g p o l i c y . 
I n t h i s s e c t i o n , s e v e r a l r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s w i l l b e 
d e v e l o p e d i n w h i c h t h e s p a r e s a r e s u b j e c t t o f a i l u r e a l o n g t h e l i n e s o f 
A s h a r T s n o t i o n . I n g e n e r a l , s u p p o s e t h a t t h e r e a r e c s e r v i c e c h a n n e l s 
( r e p a i r m e n ) a n d a t o t a l o f N+S m a c h i n e s o f w h i c h S m a c h i n e s a r e s p a r e s . 
A d o p t i n g t h e n o t a t i o n o f t h e p r e v i o u s l y d e s c r i b e d b i r t h a n d d e a t h m o d e l , 
E q u a t i o n s ( 6 - 1 1 ) , we i n t e r p r e t \ ^ a s t h e ( c o m b i n e d ) r a t e a t w h i c h 
m a c h i n e s a r e f a i l i n g a n d a s t h e ( c o m b i n e d ) r a t e a t w h i c h f a i l e d 
m a c h i n e s a r e b e i n g s e r v i c e d w h e n t h e r e a r e n ( n = 0 , 1 , 2 , • • * , N + S ) f a i l e d 
m a c h i n e s i n t h e s y s t e m . A s s u m e t h a t t h e f a i l u r e t i m e d i s t r i b u t i o n f o r 
a n o p e r a t i n g m a c h i n e a n d t h e s e r v i c e t i m e d i s t r i b u t i o n o f a f a i l e d 
m a c h i n e a r e n e g a t i v e e x p o n e n t i a l w i t h mean r a t e s A a n d y , r e s p e c t i v e l y . 
N o t e t h a t w h e n S + l m a c h i n e s a r e i n t h e s e r v i c e f a c i l i t y , i t i s 
n o l o n g e r p o s s i b l e t o o p e r a t e t h e s y s t e m a t t h e m a x i m u m c a p a c i t y o f N 
o p e r a t i v e m a c h i n e s . T h e r e a r e a c c o r d i n g l y t w o c a s e s o f i n t e r e s t : 
Case J . A l l m a c h i n e s s t o p o p e r a t i n g u n t i l s e r v i c i n g c a n r e s t o r e 
t h e o p e r a t i o n a l n u m b e r o f m a c h i n e s t o N . 
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Case II. A n u m b e r o f m a c h i n e s l e s s t h a n N c o n t i n u e s t o o p e r a t e . 
Case I 
F o r Case I , we make t h e n a t u r a l a s s u m p t i o n t h a t S > c . The 
m o d e l s o u g h t i s a s p e c i a l c a s e o f t h e g e n e r a l b i r t h - a n d - d e a t h m o d e l . 
I t i s c o m p l e t e l y d e f i n e d b y a s p e c i f i c a t i o n o f t h e X n a n d y n a s f o l l o w s 
X n = [ N + y ( S - n ) ] X , y n = n y , n = 0 , 1 , 2 , • • • , c ; 
A = [ N + y ( S - n ) ] X , y = c y , n = c , c + l , c + 2 , • • • , S ; 
n n 
X S + 1 = ° > y s + 1 = c y , n = S + l . 
C67) 
The t i m e - d e p e n d e n t a n d s t e a d y - s t a t e e q u a t i o n s o f t h e m o d e l may b e o b ­
t a i n e d b y s u b s t i t u t i n g t h e s e v a l u e s i n t o E q u a t i o n s ( 6 - 7 ) a n d ( 9 ) , 
r e s p e c t i v e l y . 
The s t a t i o n a r y s o l u t i o n i s o b t a i n e d f r o m E q u a t i o n s ( 1 0 - 1 1 ) : 
p = p n B p / n ! , 
n r o 
n B t n - c N p = p B p / ( c ! c ) , 
^ n n r o ' 
n = l , 2 , 3 , • • • , c ; 
n = c , c + l , c + 2 , • • • , S + 1 ; 
( 6 8 ) 
w h e r e 
P = X / y ; ( 6 9 ) 
U n d e r t h e a l t e r n a t i v e a s s u m p t i o n , S < c , i t i s c l e a r t h a t a t any 
t i m e t h e r e a r e a t l e a s t c - S u n u s e d s e r v i c e p o s i t i o n s . 
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n - 1 
B = T T [ N + Y ( S - j ) ] , n = l , 2 , 3 , - - • , S + 1 ; 
n
 j = 0 
( 7 0 ) 
a n d p Q i s t o b e c a l c u l a t e d f r o m t h e c e r t a i n t y c o n d i t i o n f o r a r e g u l a r 
s o l u t i o n , 
S + l 
n = 0 
p = 1 . 
* n 
( 7 1 ) 
S i m p l e r s o l u t i o n s c a n b e o b t a i n e d f o r t w o s u b c a s e s . When y =0, 
t h e r e a r e n o f a i l u r e s o f s p a r e s d u r i n g s t o r a g e a n d t h u s E q u a t i o n s (6 8) 
reduce to the form (41) obtained b y Taylor and Jackson [ 2 3 2 ] , When 
Y = l s s t o r e d s p a r e s f a i l a t t h e same r a t e a s o p e r a t i n g u n i t s . T h i s 
m i g h t b e t h e c a s e i n , s a y , m i l i t a r y f i e l d o p e r a t i o n s w h e r e a n i n h o s p i ­
t a b l e c l i m a t e i s t h e p r i m a r y c a u s e o f f a i l u r e s . W i t h Y = 1 w e h a v e 
n - 1 
n 
"TT" rwxc -i (N+S)! 
' = 1 1=0 
( 7 2 ) 
s o t h a t 
P n = 




P P, n = l , 2 , 3 , • • • , c ; 
p n p o [ n ! / ( c ! c n " C ) ] , n = c , c + l , c + 2 , - • • , S + 1 ; 
( 7 3 ) 
w h e r e a g a i n p Q i s t o b e e v a l u a t e d u s i n g E q u a t i o n ( 7 1 ) . I f N = 1 i n 
E q u a t i o n s ( 7 3 ) , t h e s o l u t i o n r e d u c e s t o P a l m ' s r e s u l t [ 1 7 3 ] f o r t h e 
c a s e o f c r e p a i r m e n , S + l m a c h i n e s , a n d n o s p a r e s ( c f . E q u a t i o n s ( 1 7 ) ) 
1 0 0 
C a s e I I w i t h S > c 
F o r Case I I w i t h S > c , t h e A a n d y a r e 
' n n 
A n = [ N + y ( S - n ) ] A , ^ = n y , n = 0 , 1 , 2 , • • • , c ; 
A n = [ N + y ( S - n ) ] A , = c y , n = c , c + l , c + 2 , • • • , S ; 
A = ( N + S - n ) A , y = c y , n = S , S + l , S + 2 , • • • , N + S . 
n n 5 
( 7 4 ) 
The m o d e l ' s t i m e - d e p e n d e n t a n d s t e a d y - s t a t e e q u a t i o n s a r e o b t a i n e d b y 
s u b s t i t u t i n g t h e s e A^ a n d y ^ i n t o E q u a t i o n s ( 6 - 7 ) a n d ( 9 ) , r e s p e c t i v e l y 
S o l v i n g t h e l a t t e r r e c u r s i v e l y , o r u s i n g E q u a t i o n s ( 1 0 - 1 1 ) , we f i n d t h e 
s t a t i o n a r y s o l u t i o n 
p = p n B p / n ! , 
* n n ^ o 
P n = p V o / ( c I c } ' 
n = l , 2 , 3 , • • • , c ; 
n = c , c + l , c + 2 , - • • , S ; >^ ( 7 5 ) 
p = N I p n B c p / [ ( N + S - n ) ! c ! c n " C ] , n = S , S + l , S + 2 , • • • , N + S 
n D o 
w h e r e p and B n a r e d e f i n e d b y E q u a t i o n s ( 6 9 ) a n d ( 7 0 ) , r e s p e c t i v e l y , 
a n d w h e r e p ^ i s t o b e e v a l u a t e d u s i n g t h e n o r m a l i z i n g c o n d i t i o n 
N+S 
n = 0 
( 7 6 ) 
1 0 1 
When y = 0, E q u a t i o n s ( 7 5 ) r e d u c e t o t h e f o r m ( 5 9 ) o b t a i n e d by-
T o f t a n d B o o t h r o y d [ 2 4 0 ] f o r t h e c a s e o f s p a r e s w h i c h d o n ' t f a i l d u r i n g 
s t o r a g e . When y = 1 , we h a v e t h e B^ a s i n E q u a t i o n s ( 7 2 ) , s o t h a t 
E q u a t i o n s ( 75 ) r e d u c e t o t h e s i m p l e r f o r m 
P n = 






P P, n = l , 2 , 3 , " ' , c ; 
P n p [ n ! / ( c ! c n " C ) ] 9 n = c , c + l , c + 2 , - - - , N + S ; 
o 
L ( 7 7 ) 
w h e r e a g a i n p i s t o b e e v a l u a t e d f r o m t h e c o n d i t i o n ( 76 ) . 
o 
Case I I w i t h S < c 
F o r Case I I w i t h S < c , t h e A a n d y a r e 
' n n 
A n = [ N + Y ( S - n ) ] A , y n = n y , n = 0 , 1 , 2 , • • • , S ; 
A n = ( N + S - n ) A , y n = n y , n = S , S + l , S + 2 , • • • , c ; 
A = ( N + S - n ) A , y = c y , n = c , c + l , c + 2 , • • • , N + S . 
n • ' n ' 
> ( 7 8 ) 
As f o r S > c , t h e r e l e v a n t e q u a t i o n s o f t h e m o d e l a r e o b t a i n e d b y s u b ­
s t i t u t i n g t h e A n a n d y n i n t o E q u a t i o n s ( 6 - 1 1 ) . The s t a t i o n a r y s o l u t i o n 
i s 
= p n B D / n j , n = l , 2 , 3 , - - - , S ; ] 
n n 1 o 
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p = N ! p n B c p / [ ( N + S - n ) ! n ! ] , 
* n S^o 
n = S , S + l , S + 2 , - - - , c ; ± ( 7 9 ) 
p = N ! p n B r p / [ ( N + S - n ) ! c ! c n " C ] , n = c , c + l , c + 2 , • • • , N + S ; 
n b o 
w h e r e p , B ^ , a n d p Q a r e g i v e n b y E q u a t i o n s ( 6 9 ) , ( 7 0 ) , a n d ( 7 6 ) r e s p e c ­
t i v e l y . 
When y = 0 , E q u a t i o n s ( 7 9 ) r e d u c e t o t h e f o r m ( 5 9 ) o b t a i n e d b y 
T o f t a n d B o o t h r o y d [ 2 4 0 ] , When y = 1 , we h a v e t h e B n d e f i n e d b y E q u a ­





P P, n = l , 2 , 3 , . . . , c ; 
p np oL"n!/(c!c n" C)] , n=c,c+l,c+2,- • • , N + S ; 
( 8 0 ) 
w h e r e a g a i n p ^ i s t o b e e v a l u a t e d f r o m t h e c o n d i t i o n ( 7 6 ) . I t w i l l b e 
o b s e r v e d t h a t t h e p f o r y = 1 a r e t h e same w h e t h e r S > c o r S < c 
r n 1 
( c o m p a r e E q u a t i o n s ( 7 7 ) a n d ( 8 0 ) ) . T h i s i s t o b e e x p e c t e d s i n c e t h e 
a r r i v a l r a t e o f f a i l e d m a c h i n e s a t t h e s e r v i c e f a c i l i t y d e p e n d s o n l y 
u p o n t h e t o t a l n u m b e r o f n o n f a i l e d m a c h i n e s ( N + S - n ) a n d n o t w h e r e t h e y 
a r e l o c a t e d i n t h e s y s t e m . 
A M o d e l w i t h E x t e n d e d S e r v i c e I n t e r v a l s 
Schemes f o r R e d u c i n g t h e N u m b e r o f S y s t e m F a i l u r e s 
C o n s i d e r T a y l o r a n d J a c k s o n ' s m o d e l [ 2 3 2 ] f o r w h i c h t h e propor­
tions p ^ o f t o t a l t i m e s p e n t i n a s t a t e w i t h n f a i l e d m a c h i n e s a r e g i v e n 
b y E q u a t i o n s ( 4-1-4-2) . S u p p o s e i t i s d e s i r e d t o r e d u c e t h e number o f 
10 3 
s y s t e m b r e a k d o w n s ( w h e n n = S + l ) b e c a u s e o f , s a y , e x o r b i t a n t s e t u p c o s t s . 
The d u r a t i o n o f a s y s t e m b r e a k d o w n i s t h e t i m e r e q u i r e d t o c h a n g e 
t h e s t a t e o f t h e s y s t e m f r o m S + 1 t o S , t h a t i s , t h e t i m e r e q u i r e d t o 
r e p a i r o n e m a c h i n e . T h u s , t h e e x p e c t e d d u r a t i o n o f a s y s t e m b r e a k d o w n 
i s l / ( c u ) a n d t h e a v e r a g e n u m b e r b ( T ) o f s y s t e m b r e a k d o w n s t h a t o c c u r 
d u r i n g t h e i n t e r v a l [ 0 , T ] i s j u s t c u T p g + 1 , t h a t i s 
- 1 
b ( T ) = c u T ' N A ^
S + 1 
t S - c + 1 
c ! c 
Y ( N A / y ) n
 + Y ( N A / u ) n 
n n ! u , n - c 
n = 0 n = c c ! c 
, ( 8 1 ) 
w h e r e P g + - ^ was o b t a i n e d f r o m ( 4 1 - 4 2 ) . T h e r e f o r e , s c h e m e s f o r r e d u c i n g 
t h e f r e q u e n c y o f s y s t e m b r e a k d o w n s m i g h t i n v o l v e a n y o r a l l o f t h e 
e l e m e n t s : e x p a n s i o n o f t h e s e r v i c e c e n t e r ' s m u l t i s e r v i c i n g c a p a b i l i t y 
( c f ) ; i n n o v a t i o n s t o i n c r e a s e , t h e s e r v i c e r a t e o f a c h a n n e l ( y + ) , p u r ­
c h a s e o f m o r e r e l i a b l e m a c h i n e s ( A + ) ; p u r c h a s e o f m o r e p r o d u c t i v e 
m a c h i n e s ( N + ) ; a n d p u r c h a s e o f m o r e s p a r e s ( S t ) . A n y s u c h s c h e m e s 
w o u l d n e c e s s a r i l y i n v o l v e a c a p i t a l i n v e s t m e n t a n d a c c o r d i n g l y w o u l d 
h a v e t o b e c o s t j u s t i f i e d i n a n e n g i n e e r i n g e c o n o m y s t u d y . 
We n o w d e r i v e a m o d e l t o s h o w t h e e f f e c t o f u s i n g a n a l t e r n a t i v e 
s c h e m e t h a t h a s t h e a d v a n t a g e o f not r e q u i r i n g n e w c a p i t a l i n v e s t m e n t . 
The s c h e m e s a c r i f i c e s a v a i l a b l e p r o d u c t i o n t i m e i n o r d e r t o r e d u c e t h e 
f r e q u e n c y o f s y s t e m b r e a k d o w n s / s e t u p s , s o a g a i n i m p l e m e n t a t i o n w o u l d 
h a v e t o b e c o s t j u s t i f i e d . 
D e s c r i p t i o n o f t h e M o d e l 
I n t h e T a y l o r a n d J a c k s o n m o d e l , a s y s t e m f a i l u r e o c c u r s w h e n t h e 
n u m b e r o f f a i l e d m a c h i n e s e x c e e d s t h e s p a r e s r e s e r v e . A f t e r a s y s t e m 
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b r e a k d o w n ( w h e n n = S + l ) , t h e r e p a i r m e n r e s t o r e t h e n u m b e r o f f u n c t i o n a l 
m a c h i n e s t o S a n d r e s t a r t t h e s y s t e m . As a r e s u l t o f t h i s p r o c e d u r e , 
t h e s y s t e m w i l l r e t u r n t o s t a t e S + l w i t h t h e n e x t f a i l u r e u n l e s s t h e 
r e p a i r m e n h a v e m a n a g e d t o c o m p l e t e a n o t h e r r e p a i r i n t h e m e a n t i m e . 
S u p p o s e n o w t h a t t h e o p e r a t i n g r u l e s h a v e b e e n a l t e r e d t o a l l o w 
t h e r e p a i r m e n t o p r o v i d e a n u m b e r o f s p a r e s b e f o r e r e s t a r t i n g t h e 
s y s t e m . L e t x ( 0 < x < S ) b e t h e n u m b e r o f n o n f u n c t i o n a l m a c h i n e s i n t h e 
s y s t e m w h e n i t i s r e s t a r t e d . L e t p ^ ( n = 0 , 1 , 2 , • • • , S ) d e n o t e t h e s t a ­
t i o n a r y p r o b a b i l i t y o f t h e r e b e i n g n f a i l e d m a c h i n e s i n t h e s y s t e m w h i l e 
i t i s o p e r a t i n g . L e t ( n = x + l , x + 2 , x + 3 , • • • , S + l ) d e n o t e t h e s t a t i o n a r y 
p r o b a b i l i t y o f t h e r e b e i n g n f a i l e d m a c h i n e s i n t h e s y s t e m d u r i n g a n 
" e x t e n d e d s e r v i c e i n t e r v a l " ( t h a t i s , w h i l e t h e s y s t e m i s d o w n ) . L e t 
P n ( t ) a n d Q n ( " t ) b e t h e d y n a m i c p r o b a b i l i t i e s c o r r e s p o n d i n g t o p n a n d 
q ^ , r e s p e c t i v e l y . I t c a n b e s e e n t h a t t h e s e p ^ h a v e t h e same i n t e r p r e ­
t a t i o n as t h o s e f o r T a y l o r a n d J a c k s o n ' s m o d e l , w h i l e t h e sum q
 i n + 
J 9
 ^ x + 1 
q x + 2 + • • * + c a n b e r e l a t e d t o T a y l o r a n d J a c k s o n ' s P g + j _ * M o r e 
s p e c i f i c a l l y , we h a v e i n c l u d e d a n u m b e r o f s u p p l e m e n t a r y s t a t e s ( f o r 
w h i c h t h e s t a t i o n a r y p r o b a b i l i t i e s a r e t h e q ^ ) i n o r d e r t o r e p r e s e n t 
o u r p r o c e s s a s a M a r k o v c h a i n . 
U s i n g t h e t e c h n i q u e o f c o n s i d e r i n g p o s s i b l e h a p p e n i n g s d u r i n g a 
s m a l l i n t e r v a l o f l e n g t h A t a s A t -K ) ( s e e C h a p t e r I ) , o r b y a p p r o p r i ­
a t e l y m o d i f y i n g T a y l o r a n d J a c k s o n ' s f o r m u l a t i o n [ 2 3 2 ] , we o b t a i n t h e 
d y n a m i c e q u a t i o n s , 
dP ( t ) 
—r— = ~NAP ( t ) + u P . ( t ) + 6 y Q , ( t ) ; d t o 1 x . o 1 ( 8 2 ) 
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dP ( t ) 
• A - = - ( N A + n y ) P ( t ) + NAP _ ( t ) + ( r i + l ) u P ^ ( t ) 
d t n n - 1 n + 1 
+ 6 x , n ( n + l ) y Q n + l ( t ) s n = l , 2 , 3 , - - - , c - l ; ( 8 3 ) 
dP ( t ) 
- - ( N A + c y ) P n ( t ) + N A P n _ l ( t ) + c y P ^ t ) + . ^ c y Q ^ C t ) , 
( 8 4 ) 
n = c , c + l , c + 2 , * * * , S - 1 ; 
d P s ( t ) 
— = - ( N A + c y ) P g ( t ) + NAPg ( t ) ; • ( 8 5 ) 
d Q S + l ( t ) 
= - C y Q s + 1 ( t ) + N A P g ( t ) ; ( 8 6 ) 
w h i c h h o l d f o r 0 < x < S . T h e s e e q u a t i o n s a r e t o b e s u p p l e m e n t e d w i t h 
dQ ( t ) 
= - n y Q ( t ) + ( n + l ) y Q ' ( t ) , n = x + l , x + 2 , x + 3 , • • • , c - l ; ( 8 7 ) d t " - x n s w , 
dQ ( t ) 
- ~ — - = - c y Q n ( t ) + cyQ ( t ) , n = c , c + l , c + 2 , - - - , S ( 8 8 ) 
i f x < c ; a n d s u p p l e m e n t e d w i t h 
dQ ( t ) 
= - c y Q ( t ) + cyQ . n C t ) , n = x + l , x + 2 , x + 3 9 • • • , S ( 8 9 ) 
d t " n ' " n + 1 
i f X ^ c . The s y m b o l 6 i s t h e K r o n e c k e r d e l t a , 
1 0 6 
6 . . = 1 , i f i = j ; 
6 . . = 0 , i f i * j . 
( 9 0 ) 
I n e a c h c a s e ( 8 2 - 8 9 ) , t h e s u b s c r i p t o f ( d / d t ) P ( t ) o r ( d / d t ) Q ( t ) 
n n 
s h o w s t h e s t a t e f o r w h i c h t h e e q u a t i o n w a s w r i t t e n . T h e r i g h t - h a n d s i d e 
o f t h e e q u a t i o n r e l a t e s t h e f l o w s i n t o a n d o u t o f t h a t s t a t e . 
S t e a d y - S t a t e S o l u t i o n 
The Case S > x > c . I n t h e s t e a d y - s t a t e w i t h S > x > c , E q u a ­
t i o n s ( 8 2 - 8 6 , 8 9 ) b e c o m e 
0 = - N A p Q + u P l ; ( 9 1 ) 
0 = - ( N A + n y ) p + NAp
 n + ( n + l ) u p , n = l , 2 , 3 , • •• • , c - l ; 
n n - 1 n + 1 ( 9 2 ) 
0 = - ( N A + c y ) p n + N X p n _ 1 + c y p n + , n = c , c + l , c + 2 , • • • , x - l ; ( 9 3 ) 
0 = - ( N A + c y ) p x + N A p x _ 1 + c y p x + 1 + c y q x + 1 ; ( 9 4 ) 
0 = - ( N A + c y ) p n + NAp 2 + c y P n + 1 > n = x + l , x + 2 , x + 3 , • • • , S - 1 ; ( 9 5 ) 
0 = - ( N A + c y ) p s + N A p g ^ ; ( 9 6 ) 
0 = - c y q ^ + c y q n + 1 , n = x + l , x + 2 , x + 3 , • • • , S ; ( 9 7 ) 
0 = ~ c y q s + 1 + NApg ( 9 8 ) 
1 0 7 
E q u a t i o n s ( 9 1 - 9 3 ) may b e e v a l u a t e d r e c u r s i v e l y t o o b t a i n 
Pn = 
— P Q , n = l , 2 , 3 , - - - , c ; ( 9 9 ) 
NA 
P n = I V 
i — — p , n = c , c + l , c + 2 , • • • , x . 
c l c 
n - c o 
( 1 0 0 ) 
E q u a t i o n ( 9 5 ) may b e r e c o g n i z e d a s b e i n g a s e c o n d - o r d e r , l i n e a r , 
h o m o g e n e o u s d i f f e r e n c e e q u a t i o n w i t h c o n s t a n t c o e f f i c i e n t s . I t t h e r e ­
f o r e h a s s o l u t i o n s o f t h e f o r m 
p n = A3 , ( 1 0 1 ) 
w h e r e A i s a n a r b i t r a r y c o n s t a n t . S u b s t i t u t i n g ( 1 0 1 ) i n t o ( 9 5 ) a n d 
e l i m i n a t i n g common f a c t o r s e s t a b l i s h e s t h e c o n d i t i o n 
0 = - ( N A + c y ) 3 + NA + c y 3 , ( 1 0 2 ) 
w h i c h , w h e n s o l v e d f o r 3 , y i e l d s t w o r o o t s , 
= 1 a n d NA 
2 " c y 
( 1 0 3 ) 
The g e n e r a l s o l u t i o n t o E q u a t i o n s ( 95 ) i s t h u s o f t h e f o r m 
p = AT 
r n 1 
NA 
c y 
+ A 2 , n = x , x + l , x + 2 , • • • , S ; ( 1 0 4 ) 
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w h e r e A 1 a n d a r e a r b i t r a r y c o n s t a n t s . 
Two c o n d i t i o n s a r e n e e d e d 
p r o v i d e d b y E q u a t i o n ( 96 ) , v i z . , 
n e e d e d t o e v a l u a t e A ^ a n d A 2 . The f i r s t i s 
0 = - ( N A + c y ) [ A . 
c y j 
+ A 2 ] + NACA^ 
NA 
S - l 
+ A 2 ] , 
o r 
A , = - A l 
NA S + l 
( 1 0 5 ) 
( 1 0 6 ) 
T h u s , E q u a t i o n ( 1 0 4 ) b e c o m e s 
p = A . 




S + l 
n = x , x + l , x + 2 , • • • , S ( 1 0 7 ) 
A s e c o n d c o n d i t i o n i s p r o v i d e d b y t h e r e q u i r e d c o n t i n u i t y b e t w e e n t h e 
t w o E q u a t i o n s ( 1 0 0 ) a n d ( 1 0 7 ) ( w h i c h , i n c i d e n t a l l y i s r e f l e c t e d a l s o 
i n ( 9 4 ) ) . E q u a t i n g t h e s e f o r n = x , we f i n d 
NA ^ x 
c l c 




S + l 
( 1 0 8 ) 
o r 
A , = p ( c / c ! ) 1 o 1 -
r £ i 
S - x + l 
_ 
( 1 0 9 ) 
E q u a t i o n ( 1 0 7 ) n o w b e c o m e s 
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P n = 
c ! c n - c o 
1 -
NA 
S - n + 1 
1 -
NA] S " X + 1 
- i - i 
( 1 1 0 ) 
n = x , x + l , x + 2 , • • • , S . 
To d e t e r m i n e t h e q ^ , we s i m p l y c o m b i n e E q u a t i o n s ( 9 7 ) a n d ( 9 8 ) 
t o o b t a i n 
q n = c y " P S ' n = x + l , x + 2 , x + 3 , - - - , S + l . ( I l l ) 
T h u s , 
' N X 1 3 + 1 
c ! c 
S - c + 1 
1 -
NA 
[ c y j 1 -
^s -x+n 
[ c y j 
- 1 
( 1 1 2 ) 
n = x + l , x + 2 , x + 3 , • • • , S + 1 . 
We n o w d e f i n e P g + ^ a s t h e t o t a l p r o b a b i l i t y t h a t t h e s y s t e m i s i n t h e 
f a i l e d s t a t e . T h e n , 
S + l 
S + l 
n = x + l 
S + l ( S - x + 1 ) 





. - T - l 
. ( 1 1 3 ) 
The c o m p l e t e s o l u t i o n i s g i v e n b y E q u a t i o n s ( 9 9 , 1 0 0 , 1 1 0 , 1 1 3 ) . G r o u p i n g 
t h e s e r e s u l t s , we h a v e f o r S > x > c , 
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Pn = nT 
S + l 
' N X ^ n 
c I c 
n - c 
P~ = 
CJ c 
n - c 
NX 
( S - x + 1 ) 
, S -c + 1 
c ! c 
fNX] S + l 
n = l , 2 , 3 , • • • , c ; 
n = c , c + l , c + 2 , • * * , x ; 
NX ^S-n+ 1 
c y 
1 - NX 
c y 
S -x+ 1 -1 
1 - fNx] 
n = x , x + l , x + 2 , • • • , S ; 
- 1 
1 -
^ S - x + 1 
c y 
(114) 
w h e r e p Q i s t o b e e v a l u a t e d f r o m t h e n o r m a l i z i n g c o n d i t i o n 
S + l 
J p = 1 . (115) 
n=0 
The Case x = S . U n t i l n o w t h e c a s e x = S h a s b e e n e x c l u d e d f r o m 
t h e d e v e l o p m e n t . By m a k i n g t h e s u b s t i t u t i o n x = S i n E q u a t i o n s (114) 
a n d s i m p l i f y i n g t h e r e s u l t , we o b t a i n E q u a t i o n s (41) w h i c h are t h e 
s o l u t i o n f o r t h e c a s e x = S . T h u s , T a y l o r a n d J a c k s o n ' s m o d e l f o l l o w s 
as a s p e c i a l c a s e o f t h e c u r r e n t m o d e l . 
The C a s e x - c . I n t h e s t e a d y - s t a t e , E q u a t i o n s (82-86,89) 
b e c o m e 
0 = - N X p Q + y P j L ; (116) 
I l l 
0 = - ( N A + n y ) p n + N A p n _ 1 + ( n + l ) y p n + 1 , n = l , 2 , 3 , • • • , c - l ; ( 1 1 7 ) 
0 = - ( N A + c y ) p c + N A p ^ + ' ^ P c + i + c y q c + i ; ( 1 1 8 ) 
0 = - ( N A + c y ) p n + N A p n _ 1 + c y p n + 1 , n = c + l , c + 2 , c + 3 , • • • , S - 1 ; ( 1 1 9 ) 
0 = - ( N A + c y ) p s + N A p s _ i ; ( 1 2 0 ) 
0 = - c y q ^ + c v q ^ - j ^ n = c + l , c + 2 , c + 3 , • • • , S ; ( 1 2 1 ) 
0 = - c y q s + 1 + N A p s . (122) 
I t c a n b e v e r i f i e d b y s u b s t i t u t i o n t h a t E q u a t i o n s ( 1 1 6 - 1 2 2 ) a r e s a t i s ­
f i e d b y t h e p ^ a n d o f ( 1 1 2 , 1 1 4 ) . T h e r e f o r e , t h e p n a n d o f ( 1 1 2 , 
1 1 4 ) a r e a s o l u t i o n t o ( 1 1 6 - 1 2 2 ) . S i n c e t h e p r o c e s s f o r m s a n a p e r i o d i c , 
i r r e d u c i b l e , e r g o d i c M a r k o v c h a i n ( i m b e d d e d a t s e r v i c e c o m p l e t i o n 
e p o c h s ) , t h i s s o l u t i o n i s u n i q u e . 
The Case c > x > 1 . I n t h e s t e a d y s t a t e w i t h c > x > 1 , E q u a ­
t i o n s ( 8 2 - 8 8 ) b e c o m e 
0 = - N A p + y p n : ( 1 2 3 ) 
o 1 
0 = - ( N A + n y ) p n + N A p n _ 2 + ( n + l ) y p n + 1 , n = l , 2 , 3 , • • • , x - l ; ( 1 2 4 ) 
0 = - ( N A + x y ) p x + N A p x _ 1 + ( x + l ) y p x + 1 + ( x + l ) y q x + 1 , ( 1 2 5 ) 
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0 = - ( N X + n y ) p n + N X p n ^ 1 + ( n + l ) u p n , n = x + l , x + 2 , x + 3 , • • • , c - l ; ( 1 2 6 ) 
0 = - ( N X + c y ) p n + N X p n _ 2 + c u p , n = c , c + l , c + 2 , • • • , S - 1 ; ( 1 2 7 ) 
0 = - ( N X + c y ) p s + N X p s ; ( 1 2 8 ) 
0 = - n y q ^ + ( n + l ^ q ^ . n = x + l , x + 2 , x + 3 , • , c - l ; ( 1 2 9 ) 
0 = - c y q ^ + c y q ^ 
l 5 
n = c , c + l , c + 2 , • • • , S ; ( 1 3 0 ) 
0 = ~c^s+1 + N * P S - ( 1 3 1 ) 
I t w i l l b e f o u n d t h a t t h e s o l u t i o n i s m u c h m o r e d i f f i c u l t t o 
o b t a i n f o r t h e c a s e x < c . The u n d e r l y i n g c a u s e s o f d i f f i c u l t y a r e t h a t 
s e r v i c i n g d o e s n o t p r o c e e d a t a u n i f o r m r a t e t h r o u g h o u t a n e x t e n d e d 
s e r v i c e p e r i o d a n d t h a t t h e s y s t e m i s r e s t a r t e d w h i l e t h e s e r v i c e c e n t e r 
i s o p e r a t i n g a t l e s s t h a n f u l l c a p a c i t y . M a t h e m a t i c a l l y , t h i s d i f f i ­
c u l t y c a n b e e x p r e s s e d a s t h e n e c e s s i t y o f f i n d i n g a g e n e r a l s o l u t i o n 
t o E q u a t i o n s ( 1 2 6 ) . 
L e t u s f i r s t c o l l e c t t h e s i m p l e r e s u l t s . E q u a t i o n s ( 1 2 3 - 1 2 4 ) may 
b e e v a l u a t e d r e c u r s i v e l y t o o b t a i n 
_1_ 
n n ! 
' N X ^ n 
P q , n = l , 2 , 3 , • • • , x . ( 1 3 2 ) 
F u r t h e r , u s i n g t h e a r g u m e n t c e n t e r e d a r o u n d E q u a t i o n s ( 1 0 1 - 1 0 7 ) , we c a n 
1 1 3 
i m m e d i a t e l y w r i t e f o r E q u a t i o n s ( 1 2 7 - 1 2 8 ) , 






J , c y j 
S + l 
, n = c , c + l , c + 2 , • • • , S ; ( 1 3 3 ) 
w h e r e i s a n u n k n o w n c o n s t a n t . 
I t i s o b v i o u s f r o m E q u a t i o n s ( 1 3 0 - 1 3 1 ) t h a t 
% = q s + i 
NX 
cy 
P s , n = c , c + l , c + 2 , • • • , S + 1 ( 1 3 4 ) 
F u r t h e r , s o l v i n g E q u a t i o n s ( 1 2 9 ) r e c u r s i v e l y , i t f o l l o w s t h a t 
c c f N 
NX n 
q o = n q S + l = [ n y j ( 1 3 5 ) 
n = x + l , x + 2 , x + 3 
I n p a r t i c u l a r , 
NX 
q x + l ~ ( x + l ) y P S ( 1 3 6 ) 
s o t h a t 




c y , 
( 1 3 7 ) 
i n v i e w o f ( 1 3 3 ) . 
I t r e m a i n s t o t r e a t E q u a t i o n s ( 1 2 5 - 1 2 6 ) . I t i s p o s s i b l e t o 
a p p r o a c h E q u a t i o n ( 1 2 6 ) r e c u r s i v e l y s t a r t i n g w i t h i t s u p p e r b o u n d a n d 
u s i n g ( 1 3 3 ) . i t may a l s o b e a p p r o a c h e d f r o m t h e l o w e r b o u n d i f f i r s t 
1 1 4 
( 1 3 2 ) a n d ( 1 3 7 ) a r e u s e d i n ( 1 2 5 ) t o d e t e r m i n e a n e x p r e s s i o n f o r p . 
XT _L 
H o w e v e r , i n t h i s i n s t a n c e , t h e r e c u r s i v e a p p r o a c h r a p i d l y g e t s m i r e d 
i n c o m p u t a t i o n s o f i n c r e a s i n g c o m p l e x i t y b e f o r e i t i s p o s s i b l e t o 
a s c e r t a i n a p a t t e r n . W h a t i s n e e d e d i s a general s o l u t i o n f o r t h e d i f ­
f e r e n c e e q u a t i o n , 
H y k =• ( k + l ) y k + 1 - ( a + k ) y k + a y ^ = 0 ( 1 3 8 ) 
w h e r e H i s a n o p e r a t o r d e f i n e d b y t h e e q u a t i o n a n d a i s a c o n s t a n t . 
( E q u a t i o n ( 1 3 8 ) i s e q u i v a l e n t t o ( 1 2 6 ) w i t h ( N X / y ) = a . ) 
E q u a t i o n ( 1 3 8 ) h a s o c c u r r e d p r e v i o u s l y i n t h e d i s c u s s i o n . We 
k 
k n o w t h a t a / k ! i s a s o l u t i o n f o r a p a r t i c u l a r s e t o f b o u n d a r y c o n d i ­
t i o n s . ( S e e E q u a t i o n s ( 1 2 3 - 1 2 4 , 1 3 2 ) . ) L e t u s a p p l y t h i s k n o w l e d g e a n d 
a t t e m p t t o f i n d f u n c t i o n s s u c h t h a t 
y , = F, a k / k ! ( 1 3 9 ) 
K K 
i s a n o t h e r s o l u t i o n t o ( 1 3 8 ) . We s u p p o s e t h a t F^ i s o f t h e f o r m 
F = I f ( 1 4 0 ) 
k
 j=Jc ] 
w h e r e U i s some u p p e r b o u n d on k . S u b s t i t u t i n g ( 1 4 0 ) i n t o ( 1 3 8 ) 9 we 
f i n d 
k + 1 U k U k - 1 U 
3 = k + l J 3 = k J 3 = k - l J 
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k + 1 U k 
( k + 1 )
 ( W . I f j " u + k ) kT 
: = k + i 
u 
f
 k + I f i 
_
k
 j = k + i : 
+ a 
k - 1 
a f k - i + f k + . Lf: 
: = k + i 
( 1 4 1 ) 
A r e a r r a n g e m e n t o f t e r m s y i e l d s t h e f o r m 
0 = -(a +k)flf k
 + 7 1 ^ T ( f k _ 1 + f k ) + 
u 
j = k + l J 
( k 
a 
, K . , 
= (a /k!)f-af k+kf ] . ( 1 4 2 ) 
T h e r e f o r e , 
f k = ( k / a ) f k _ l S ( 1 4 3 ) 
f r o m w h i c h i t f o l l o w s t h a t 
F = I k ! a k f k . L . o ( 1 4 4 ) 
A c c o r d i n g l y , we can w r i t e t h e g e n e r a l s o l u t i o n t o ( 1 3 8 ) i n t h e f o r m 




B1 + B 2 I kla 
j = k 
- k ( 1 4 5 ) 
where and B^ a r e unknown c o n s t a n t s and U i s an uppe r l i m i t t o be 
s p e c i f i e d . No te t h a t any change i n t h e v a l u e o f U can be accommodated 
1 1 6 
b y a c h a n g e i n t h e v a l u e o f B .• 
A p p l y i n g t h i s r e s u l t t o E q u a t i o n ( 1 2 6 ) , we o b t a i n 
Pn = nT 
i (NX 
\ + A 5 J 3 ! ] = n NX 
( 1 4 6 ) 
n = x , x + l , x + 2 , • • • , c . 
We r e q u i r e ( 1 4 6 ) t o h a v e c o n t i n u i t y w i t h ( 1 3 2 ) a n d ( 1 3 3 ) . T h u s , we 
r e q u i r e 
1 [NX] 1 NX 
x ! I U J 
P o x ! L U J 
X 
A, + Ac 4 5 ] = x v J 
( 1 4 7 ) 
[NX] C NX S + l 1 NX1 c 
c y [ c y j c ! I U J \
 + A 5 C ! NX 
( 1 4 8 ) 
The c o n d i t i o n s ( 1 4 7 - 1 4 8 ) a l l o w u s t o e x p r e s s A ^ a n d A 5 i n t e r m s o f t h e 
c o n s t a n t s p a n d A _ . T h e s e v a l u e s a r e 
o o 
A ^ = < f - c ! y 
M 




S - c + 1 
NX 
c - l
 r ^ 
NX 
- 1 
, ( 1 4 9 ) 
A 5 - < 
p - c ! c C A 
r o 3 
1 -
NX 
> S - c + 1 
I cyj 
c - l 
| = X 
n - 1 
-i T NX 
( 1 5 0 ) 
N o w , u s i n g ( 1 3 2 ) a n d ( 1 3 7 ) i n ( 1 2 5 ) , we f i n d 
1 1 7 





i _ 5 1 
[ c y j 1 c y , 
X P n fNX' 
-NX l — l -2- + N X A Q — . 
\ v \ x ! 3 [ c y J 
_ NX_ 
+ ( x + l ) y p x + 1 . ( 1 5 1 ) 
F r o m ( 1 4 - 6 ) , we h a v e 
/ NX ( x + l ) y p x + 1 = — fNX 
1" J \
 + A 5 I ^ 
^ ° j = x + l NX 
NX_ 
x ! 
%x > x p - AAxl) 
* o 5 NX 
NX 
x ! 
NX p - N X A C 
* o 5 
( 1 5 2 ) 
i n v i e w o f ( 1 4 - 7 ) . S u b s t i t u t i n g ( 1 5 0 ) i n t o ( 1 5 2 ) a n d t h e r e s u l t i n t o 
( 1 5 1 ) , we o b t a i n 
0 = -NX fNX 
\X 
- f + NXA_ 
x ! 3 
r N X ^ S ' 
f 
- N X < | p o - c ! c " C A . 
[ c y j 
NX fNX ^ x 
1 -
NX i S - c + 1 
i c y j 
> 
x ! [ y j 
c - 1 I J ! 




( 1 5 3 ) 
o r 
0 = A 3 S I 
3
 c y , 
_ NX_ 
c y , 




1 1 8 
+ c ! c ~ C A , 1 -
NX ^ S - c + 1 
c y 
( 1 5 4 ) 
Hen c e , 
c : c 
- c 1 - M 
S - c + 1 
+ 
NX 




> [ c y j 
__ 
[ c y j I c y , L -J [NXJ 
- 1 
( 1 5 5 ) 
We n o w d e f i n e P g + ^ a s "the t o t a l p r o b a b i l i t y t h a t t h e s y s t e m i s 
i n t h e f a i l e d s t a t e . T h u s , 
S + l 
> s + l = L ^ = n = x + l 
NX 
c S + l 
I i + I i 
n c 
n = x + l n = c + l 
'NX^ S - c + 1 
i 
n = x + l 
( 1 5 6 ) 
The c o m p l e t e s o l u t i o n i s g i v e n b y E q u a t i o n s ( 1 3 2 - 1 3 3 , 1 4 6 , 1 5 6 ) . G r o u p i n g 
t h e s e r e s u l t s , we h a v e f o r c > x > 1 , 
Pn = nT 
Pn = nT 
P . = A, 
P S + 1 = A 3 
NX 
' N X ' 1 1 
y A 4 + A 5 J - I1 
: = n 
S + l 
NX 
n = l , 2 , 3 , - - - , x ; 
, n = x , x + l , x + 2 , • • • , c ; 
i i i n 
[ c y , n = c , c + l , c + 2 , , S ; 
'NX' 
S + l 
i _ NX' 
[ c y j J. [ c y j (s-c+i) + y -
u
 n 
n = x + l 
( 1 5 7 ) 
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w h e r e A ^ , A ^ , a n d A<. a r e c o n s t a n t s d e f i n e d i n t e r m s o f p Q b y E q u a t i o n s 
( 1 4 9 - 1 5 0 , 1 5 5 ) a n d w h e r e p Q i s t o b e e v a l u a t e d u s i n g t h e n o r m a l i z i n g 
c o n d i t i o n ( 1 1 5 ) . 
The Case x = 1 . I n t h e s t e a d y s t a t e w i t h x = 1 , E q u a t i o n s ( 8 2 -
8 8 ) b e c o m e 
0 = - N A p Q + u p i ; ( 1 5 8 ) 
0 = - ( N A + y ) p 2 + N A p Q + 2 y p 2 + 2 y q 2 ; ( 1 5 9 ) 
0 = - ( N A + n y ) p n + N A p n _ 2 + ( n + l ) y p n + 1 , n = 2 , 3 , 4 , • • • , c - l ; ( 1 6 0 ) 
0 = - ( N A + c y ) p n + N A p n _ 1 + c u p n + 1 , n = c , c + l , c + 2 , • • • , S - 1 ; 
0 = - ( N A + c y ) p s + N A p s _ 1 ; 
0 = t ( n t l ) v V l , n » 2 , 3 . U . . . . . c - l ; / ( 1 6 3 ) 
0 = - ^ ! ^ , n = c , c + l , c + 2 . - - - , S ; ( 1 6 « 
0 = - c y q s + 1 + N A p g . ( 1 6 5 ) 
I t c a n b e v e r i f i e d b y s u b s t i t u t i o n t h a t E q u a t i o n s ( 1 5 8 - 1 6 5 ) a r e s a t i s ­
f i e d b y t h e p n a n d q ^ o f ( 1 3 4 - 1 3 5 , 1 5 7 ) . T h e r e f o r e , t h e p n a n d o f 
( 1 3 4 - 1 3 5 , 1 5 7) a r e a s o l u t i o n t o ( 1 5 8 - 1 6 5 ) . S i n c e t h e p r o c e s s i s a n 
a p e r i o d i c , i r r e d u c i b l e , e r g o d i c M a r k o v c h a i n , t h i s s o l u t i o n i s u n i q u e . 
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The Case x = 0 . When x = 0 , t h e o p e r a t i n g p r o c e d u r e i s t o make 
a l l c o m p o n e n t s o f t h e s y s t e m f u l l y f u n c t i o n a l d u r i n g a n e x t e n d e d 
s e r v i c e p e r i o d . The s t e a d y - s t a t e e q u a t i o n s a r e 
0 = - N X p Q + up + u q ; ( 1 6 6 ) 
0 = - ( N X + n y ) p n + NAp 2 + ( n + l ) y p n + ] , n = l , 2 , 3 , • • • , c - l ; ( 1 6 7 ) 
0 = - ( N X + c u ) p n + N X p n + c y p n + 1 , n = c , c + l , c + 2 , • ' • • , S - 1 ; ( 1 6 8 ) 
0 = - ( N X + c y ) p s + N A p s ( 1 6 9 ) 
0 = -nyqn + ( n + D y q ^ , n = l , 2 , 3 , • • • , c - l ; ( 1 7 0 ) 
0 = -cuq^ + cuq^^, n=c,c+l ,c+2,••• ,S; ( 1 7 1 ) 
0 = -cuq s + 1 + N A p s . ( 1 7 2 ) 
A g a i n i t c a n b e v e r i f i e d t h a t t h e p n a n d o f ( 1 3 4 - 1 3 5 , 1 5 7 ) 
g i v e t h e u n i q u e s o l u t i o n . 
A T i m e - D e p e n d e n t M o d e l 
I n t r o d u c t i o n 
An e x p r e s s i o n f o r t h e L a p l a c e t r a n s f o r m s ^ ( s ) ° f "the t i m e -
d e p e n d e n t s t a t e p r o b a b i l i t i e s P n ( t ) f o r t h e s i n g l e - s e r v e r v e r s i o n o f 
T a y l o r a n d J a c k s o n ' s m o d e l [ 2 3 2 ] w i l l n o w b e d e r i v e d . I t i s a s s u m e d 
1 2 1 
t h a t t h e s y s t e m i s i n i t i a l l y i n t h e s t a t e w h e r e a l l u n i t s a r e o p e r a t i v e . 
I t w i l l b e s h o w n t h a t t h e p ^ ( s ) a r e ° f "the f o r m r ( s ) / q ( s ) , w h e r e r ( s ) 
a n d q ( s ) a r e r e a l p o l y n o m i a l s , a n d t h u s a r e a m e n a b l e t o p a r t i a l f r a c t i o n 
e x p a n s i o n a n d s u b s e q u e n t t e r m - b y - t e r m i n v e r s i o n i n a s t r a i g h t f o r w a r d 
m a n n e r . A d i s c u s s i o n o f t h e p r o s p e c t s o f f i n d i n g t i m e - d e p e n d e n t s o l u ­
t i o n s t o o t h e r r e p a i r m a n p r o b l e m s w i t h s p a r e s w i l l f o l l o w . 
T a y l o r a n d J a c k s o n ' s m o d e l i s a s p e c i a l c a s e o f t h e g e n e r a l 
b i r t h - a n d - d e a t h m o d e l d e s c r i b e d i n C h a p t e r I . I t w i l l b e r e c a l l e d 
t h a t , f o r t h i s g e n e r a l m o d e l , a s u f f i c i e n t c o n d i t i o n f o r t h e e x i s t e n c e 
o f a u n i q u e , t i m e - d e p e n d e n t s o l u t i o n s a t i s f y i n g t h e r e g u l a r i t y c o n d i t i o n 
( 8 ) i s t h a t t h e s e q u e n c e s o f c o e f f i c i e n t s {A } , { y } b e b o u n d e d . We 
n n 
w i l l a s s u m e t h a t A a n d y i n E q u a t i o n s ( 4 0 ) a r e f i n i t e p o s i t i v e . S i n c e 
t h e r e i s a f i n i t e n u m b e r o f s t a t e s , b o u n d e d n e s s o f {A } , { y } i s 
n n 
a s s u r e d a n d t h e r e m u s t b e a u n i q u e , r e g u l a r s o l u t i o n . 
E q u a t i o n s o f t h e M o d e l 
F o r t h e s i n g l e - s e r v e r c a s e w i t h W s p a r e s , t h e t i m e - d e p e n d e n t 
e q u a t i o n s o f T a y l o r a n d J a c k s o n ' s m o d e l b e c o m e 
dP ( t ) 
d t 
= - N A P Q ( t ) + y P J _ ( t ) ; 
= - ( N A + y ) P ( t ) + NAP ( t ) + yP. ( t ) , d t n n - 1 n + 1 
( 1 7 3 ) 
n = l , 2 , 3 , - " , W ; 
122 
y P W + l ( t ) + N A P W ( t ) * 
U s i n g t h e K r o n e c k e r d e l t a , E q u a t i o n ( 9 0 ) , t h e i n i t i a l c o n d i t i o n s c a n 
b e e x p r e s s e d a s 
P ( 0 ) = 6 . , n = 0 , l , 2 , - - - , W + l ; ( 1 7 4 ) n n , k ' 9 9 9 9 9 
i f t h e r e a r e k f a i l e d m a c h i n e s i n t h e s y s t e m a t t i m e 0 . W i t h t h i s n o t a ­
t i o n , t h e u n i l a t e r a l L a p l a c e t r a n s f o r m s o f E q u a t i o n s ( 1 7 3 ) c a n b e w r i t ­
t e n a s 
d t 
•6 , = - ( s + N A ) P e ( s ) + y P ® ( s ) 
o , k o 1 
•6^ = - ( s + N A + y ) P ' ; ( s ) + NAP® _ ( s ) + uP® ( s ) , 
n , k n n - 1 n + 1 
n = l , 2 , 3 , - - - , W ; 
•
6 w + i , k = - ( s + y ) p w + i ( s ) + N A P w ( s ) -
( 1 7 5 ) 
S o l u t i o n f o r t h e Case k = 0 
An o b v i o u s s o l u t i o n r a t i o n a l e i s s u g g e s t e d b y t h e f o r m o f E q u a ­
t i o n s ( 1 7 5 ) . F o r g i v e n s , t h e s y s t e m ( 1 7 5 ) i s a s e t o f s e c o n d - o r d e r , 
l i n e a r , n o n h o m o g e n e o u s d i f f e r e n c e e q u a t i o n s i n n w i t h c o n s t a n t c o e f f i ­
c i e n t s . G e n e r a l p r o c e d u r e s e x i s t f o r s o l v i n g s u c h e q u a t i o n s ( s e e , 
e . g . , [ 8 3 , 1 4 0 ] ) , s o i t s h o u l d b e a s t r a i g h t f o r w a r d m a t t e r t o d e t e r m i n e 
t h e P ^ ( s ) i n ( 1 7 5 ) f o r a n a r b i t r a r y s p e c i f i c a t i o n o f k . We w i l l 
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d e m o n s t r a t e t h e p r o c e d u r e f o r t h e c a s e k = 0 . 
When k = 0 , E q u a t i o n s ( 1 7 5 ) b e c o m e 
- 1 = - ( s + N X ) P e ( s ) + y P ® ( s ) ; ( 1 7 6 ) 
o 1 
0 = - ( s + N X + u ) P ® ( s ) + NXP® ( s ) + u P n + l ( s ) » ( 1 7 7 ) 
n = l , 2 , 3 , . . . , W; 
0 = - ( s + y ) P ®
 + 1 ( s ) + N X P ^ ( s ) . ( 1 7 8 ) 
F o r g i v e n s , E q u a t i o n ( 1 7 7 ) i s a s e c o n d - o r d e r , l i n e a r , 
h o m o g e n e o u s d i f f e r e n c e e q u a t i o n i n n o f t h e f o r m 
0 = a , x _,, + a x + a
 n x ( 1 7 9 ) 1 n + 1 o n - 1 n - 1 ' 
w h e r e t h e c o e f f i c i e n t s a n , a , a . a r e k n o w n c o n s t a n t s . E q u a t i o n s ( 1 7 9 ) 
1 o - 1 n 
a d m i t t o s o l u t i o n s o f t h e f o r m C 8 n , w h e r e C i s a n a r b i t r a r y c o n s t a n t t o 
b e d e t e r m i n e d f r o m b o u n d a r y c o n d i t i o n s . T h u s , i n ( 1 7 7 ) , we make t h e 
s u b s t i t u t i o n 
P e ( s ) = C ( s ) B ( s ) n ( 1 8 0 ) 
n 
a n d e l i m i n a t e common f a c t o r s f r o m b o t h s i d e s o f t h e r e s u l t t o o b t a i n 
t h e c o n d i t i o n 
0 = - ( s + N X + y ) 3 ( s ) + NX + y 3 ( s ) 2 . ( 1 8 1 ) 
1 2 4 
S o l v i n g ( 1 8 1 ) , we f i n d t w o r o o t s , 
3 x ( s ) = [ l / ( 2 y ) ] { ( s + N A + y ) + [ ( s + N A + y ) 2 - 4 N A y ] 1 / 2 } , ( 1 8 2 ) 
3 2 ( s ) ' = [ l / ( 2 y ) ] { ( s + N A + y ) - [ ( s + N A + y ) 2 - 4 N A y ] 1 / 2 } , ( 1 8 3 ) 
T h e r e f o r e , l e t t i n g C ^ ( s ) a n d C 2 ( s ) d e n o t e a r b i t r a r y c o n s t a n t s , 
we h a v e a g e n e r a l s o l u t i o n i n t h e f o r m 
a l t h o u g h i t i s r e c o g n i z a b l e t h a t , due t o t h e c o m p l e m e n t a r y r e l a t i o n s h i p 
o f 3 ^ ( s ) a n d 3 2 ( s ) , a l t e r n a t e r e p r e s e n t a t i o n s ( e . g . , i n v o l v i n g h y p e r ­
b o l i c c o s i n e s a n d s i n e s ) a r e p o s s i b l e . To o b t a i n t h e v a l u e s o f C ^ ( s ) 
a n d C 2 ( s ) , we s u b s t i t u t e ( .184) i n t o t h e b o u n d a r y E q u a t i o n s ( 1 7 6 , 1 7 8 ) 
t o f i n d 
P ® ( s ) = C 1 ( s ) 3 , ( s ) n + C 0 ( s ) 3 0 ( s ) n , n 1 1 2 2 n = 0 , 1 , 2 , • • • , W + 1 ; ( 1 8 4 ) 
1 = C 1 ( s ) [ s + N A - y 3 1 ( s ) ] + C 2 ( s ) [ s + N A - y 3 2 ( s ) ] , ( 1 8 5 ) 
0 = C 1 ( s ) 3 1 ( s ) W [ N A - ( s + y ) 3 1 ( s ) ] + C 2 ( s ) 3 2 ( s ) W [ N A - ( s + y ) 3 2 ( s ) ] . ( 1 8 6 ) 
The v a l u e s a r e 
- 3 x ( s ) [ s + N A - y 3 2 ( s ) : i [ N A - ( s + y ) 3 1 ( s ) ] } - 1 ( 1 8 7 ) 
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C 2 ( s ) = - 6 1 ( s ) W [ N X - ( s + y ) 3 1 ( s ) ] { 3 2 ( s ) W [ s + N X - y 3 1 ( s ) ] [ N X - ( s + y ) 3 2 ( s ) ] 
- 3 1 ( s ) W [ s + N X - y 3 2 ( s ) ] [ N X - ( s + y ) 3 1 ( s ) ] } " 1 . ( 1 8 8 ) 
H o w e v e r , n o t i n g t h a t t w o p o s s i b l e r e a r r a n g e m e n t s o f ( 1 8 1 ) a r e 
C s + N X - y 3 ( s ) ] = [ N X - y 3 ( s ) ] / 3 ( s ) , ( 1 8 9 ) 
NX - ( s + y ) 3 ( s ) = 3 ( s ) [ N X - y 3 ( s ) ] , ( 1 9 0 ) 
we c a n w r i t e t h e s e e x p r e s s i o n s i n t h e f o r m s 
C ^ s ) = 3 2 ( s ) W + 1 [ N X - y 3 2 ( s ) ] / A ( s ) , ( 1 9 1 ) 
C 2 ( s ) = - 3 1 ( s ) W + 1 [ N X - y 3 1 ( s ) ] / A ( s ) , ( 1 9 2 ) 
w h e r e 
A ( s ) = C N X - y 3 1 ( s ) J C N X - y 3 2 ( s ) l C 3 2 ( s ) - S j U ) ] C S 1 ( s ) S 2 ( s ) I " 1 . d 9 3 ) 
B u t f r o m ( 1 8 2 - 1 8 3 ) , we h a v e 
B ^ s ^ C s ) = N X / y , ( 1 9 ^ ) 
! ( s ) + 3 2 ( s ) = ( s + N X + y ) / y . ( 1 9 5 ) 
So A ( s ) c a n b e r e d u c e d t o 
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A ( s ) = { ( N X ) 2 - N X y [ 3 1 ( s ) + 3 2 ( s ) ] + y 2 3 1 ( s ) 3 2 ( s ) } 
r . .W+2 , . W+2 n r , . , . __i 
C3 2 (s) - 3-^s) ] [ 3 1 ( s ) 3 2 ( s ) ] 
9 W+2 W+2 - 1 
[ ( N X T - N X ( s + N X + y ) + y N X ] [ 3 2 ( s ) - 3-^s) ] [ N X / y ] x 
_ ,
 N W + 2 , . W + 2 n 
= - y s [ 3 2 ( s ) - B - ^ s ) ] . ( 1 9 6 ) 
H e n c e , 
C ^ s ) 
C 2 ( s ) 
3 2 ( s ) + 1 [ N X - y 3 2 ( s ) ] 
ro ( ^ W + 2 a ( VW+2-, ' y s [ 3 1 ( s ) - 3 2 ( s ) J 
- 3 1 ( s ) W + 1 [ N X - y 3 1 ( s ) ] 
-
 w + 2 , N W + 2 n 
y s [ 3 1 ( s ) - 3 2 ( s ) ] 
( 1 9 7 ) 
( 1 9 8 ) 
S u b s t i t u t i n g ( 1 9 7 - 1 9 8 ) i n t o ( 1 8 4 ) a n d a g a i n u s i n g ( 1 9 4 ) y i e l d s , 
f o r k = 0 , 




ro ( N W ~n+2
 0 , vW-n+2-, . . . r . . .W-n+l . vW-n+l n yL3 1 (s ) - 3 2 ( s ) j - NXL3 1(s) - 3 2 ( s ) j 
y s [ 3 1 ( s ) W + 2 - 3 2 ( s ) W + 2 ] 
(199) 
n = 0 , l , 2 , . . . , W + l ; 
w h e r e 3^(s) a n d 3 2 ( s ) a r e g i v e n b y E q u a t i o n s ( 1 8 2 - 1 8 3 ) . 
I t now r e m a i n s t o i n v e r t t h e P ( s ) t o f i n d t h e P ( t ) . We w i l l 
n n 
i n d i c a t e how t h i s may b e d o n e . L e t ExH d e n o t e t h e l a r g e s t i n t e g e r t h a t 
1 2 7 
d o e s n o t e x c e e d t h e r e a l n l i m b e r x , a n d l e t 
a = ( s + N A + y ) / ( 2 y ) , ( 2 0 0 ) 
b = [ ( s + N A + y ) 2 - 4 N A y ] 1 / 2 / ( 2 y ) ( 2 0 1 ) 
T h e n , f o r a n y p o s i t i v e i n t e g e r m , 
^ ( s ) " 1 - 8 2 ( s ) m = ( a + b ) m - ( a - b ) m 
m 
I 





 Jo U m - 2 i - l , 2 i a £? 
2& f 
i = 0 ^ 
m 
2 i + l 
m - 2 i - l
 r 2 [ a - ( N A / y ) ] 1 , ( 2 0 2 ) 
w h e r e I = E ( m - l ) / 2 ] l . I t c a n b e s e e n t h a t [ B ^ C s ^ - B ^ s ) 1 " ] / ! ) i s a r e a l 
p o l y n o m i a l i n a , a n d h e n c e i n s , o f d e g r e e m ^ l . F u r t h e r , t h i s p o l y -
in 21 1 
n o m i a l i s t h e p r o d u c t o f a ( i . e . , 1 i f m i s o d d a n d a i f m i s 
2 
e v e n ) a n d a r e a l p o l y n o m i a l i n s o f d e g r e e I . I t f o l l o w s t h a t E q u a t i o n 
( 1 9 9 ) h a s t h e f o r m 
P e r ^ = R ( s ; w - n + l ) - R ( s ; W - n + l ) 
n S ; s R ( s ; W + l ) 2
 T , W - 2 J + 1 ' 
s R ( s ; J ; a 
( 2 0 3 ) 
' F o r e x a m p l e , [ 3 . 7 2 ] ] = 3 a n d | [ 2 . 0 j = 2 . 
1 2 8 
w h e r e J = C ( W + l ) / 2 ] ] a n d w h e r e R ( y ; k ) d e n o t e s a r e a l p o l y n o m i a l i n y o f 
d e g r e e k . S i n c e i t s d e n o m i n a t o r h a s J p a i r s o f c o n j u g a t e r o o t s , ^ n ^ s ^ 
h a s a p a r t i a l f r a c t i o n e x p a n s i o n o f a t m o s t J + 2 t e r m s , e a c h o f w h i c h 
c a n b e i n v e r t e d i n a s t r a i g h t f o r w a r d m a n n e r u s i n g s t a n d a r d t a b l e s o f 
i n v e r s e L a p l a c e t r a n s f o r m s . ( S e e [ 1 4 0 ] , p p , 2 1 - 2 2 , 2 3 0 ' . )• 
S o l u t i o n f o r O t h e r C a s e s 
Much o f t h e s o l u t i o n f o r c a s e s w i t h k ^ 1 c a n b e b o r r o w e d f r o m 
t h e p r e v i o u s c a s e . I f k = W + 1 , E q u a t i o n s ( 1 7 5 ) t a k e t h e f o r m 
0 = - ( s + N A ) P ^ ( s ) + u P ^ ( s ) ; ( 2 0 4 ) 
0 = - ( s + N A + y ) P e ( s ) + N A P 6 As) + yP® ( s ) , ( 2 0 5 ) 
n n - 1 n + 1 ' 
n = l , 2 , 3 , - - - , W ; 
•1 = - ( s + y ) P ^ + 1 ( s ) + N A P ^ ( s ) . ( 2 0 6 ) 
The g e n e r a l s o l u t i o n t o E q u a t i o n ( 2 0 5 ) i s g i v e n b y ( 1 8 4 ) w i t h 3 ^ ( s ) a n d 
3 2 ( s ) s p e c i f i e d b y ( 1 8 2 - 1 8 3 ) . The u n k n o w n s C ^ s ) a n d C 2 ( s ) a r e t o b e 
d e t e r m i n e d u s i n g t h e b o u n d a r } r c o n d i t i o n s ( 2 0 4 , 2 0 6 ) . 
F o r 1 < k < W, E q u a t i o n s ( 1 7 5 ) b e c o m e 
0 = - ( s + N A ) P ® ( s ) + y P ® ( s ) ; ( 2 0 7 ) 
0 = - ( s + N A + y ) P f ( s ) + N A P e _ (s ) + y P 6 x 1 ( s ) , ( 2 0 8 ) 
n n - 1 n + 1 ' 
1 2 9 
- 1 = - ( s + N A + y ) P 6 ( s ) + NAPJ^Cs ) . + V ^ ^ s ) ; ( 2 0 9 ) 
0 = - ( s + N A + y ) P 6 ( s ) + N A P 6 _ ( s ) + y P e ^ ( s ) , ( 2 1 0 ) 
n n - 1 n + l 
n = k + l , k + 2 , k + 3 , • • • , W ; 
0 = - ( s + y ) P 6 + L ( s ) + N A P 6 ( s ) ; ( 2 1 1 ) 
w h e r e E q u a t i o n s ( 2 0 8) a r e o m i t t e d i f k = 1 a n d E q u a t i o n s ( 2 1 0 ) a r e 
o m i t t e d i f k = w . The g e n e r a l s o l u t i o n t o E q u a t i o n s ( 2 0 8 , 2 1 0 ) i s 
P 6 ( s ) = C 3 ( s ) 3 1 ( s ) n + C 4 ( s ) B 2 ( s ) n , n = 0 f l f 2 f , , ' f k ; ( 2 1 2 ) 
P 6 ( s ) = C 5 ( s ) 3 1 ( s ) n + C 6 ( s ) 3 2 ( s ) n , n = k , k + l , k + 2 , - - - , W + l ; ( 2 1 3 ) 
w h e r e B - ^ s ) a n d $ 2 ( s ) a r e s p e c i f i e d i n ( 1 8 2 - 1 8 3 ) a n d w h e r e C 3 ( s ) , 
C ^ ( s ) , C ^ ( s ) , a n d C g ( s ) a r e u n k n o w n f u n c t i o n s o f s a n d i n d e p e n d e n t o f 
n . To d e t e r m i n e C g ( s ) , C ^ ( s ) , C ^ ( s ) , a n d C g ( s ) , we w o u l d u s e t h e 
b o u n d a r y c o n d i t i o n s ( 2 0 7 , 2 0 9 , 2 1 1 ) a n d t h e r e q u i r e m e n t o f c o n t i n u i t y 
b e t w e e n ( 2 1 2 , 2 1 3 ) a t n = k . The r e l a t i o n , 
n W + l 
i = l P 6 ( s ) , ( 2 1 4 ) 
3
 n = 0 n 
w h i c h i s t h e t r a n s f o r m o f 
W + l 
1 = I P ( t ) , ( 2 1 5 ) 
n = 0 n 
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i s a l s o s a t i s f i e d . 
E x t e n s i o n t o O t h e r P r o b l e m s 
The p r o s p e c t s f o r e x t e n s i o n o f t h e m e t h o d t o o t h e r r e p a i r m a n 
p r o b l e m s w i t h s p a r e s a r e n o t g e n e r a l l y e n c o u r a g i n g . I t i s s e e n t h a t t h e 
m e t h o d r e q u i r e s t h e s u c c e s s f u l e x e c u t i o n o f t h r e e p r i n c i p a l s t e p s : 
( 1 ) o b t a i n i n g t h e L a p l a c e t r a n s f o r m o f t h e d i f f e r e n t i a l - d i f f e r e n c e e q u a ­
t i o n s d e f i n i n g t h e s y s t e m , ( 2 ) s o l v i n g t h e r e s u l t a n t d i f f e r e n c e e q u a -
t i o n s t o o b t a i n t h e P n ( s ) , a n d ( 3 ) m a n i p u l a t i n g t h e e x p r e s s i o n s f o r t h e 
P ( s ) i n t o a f o r m a m e n a b l e t o i n v e r s e t r a n s f o r m a t i o n . I n a l m o s t a l l 
n 
c a s e s - - c e r t a i n l y f o r a l l o f t h e m o d e l s d i s c u s s e d i n t h i s d i s s e r t a t i o n ^ — 
t h e f i r s t s t e p c a n b e e a s i l y a c c o m p l i s h e d . H o w e v e r , t h e s e c o n d a n d 
t h i r d s t e p s a r e e n t i r e l y a d i f f e r e n t m a t t e r . 
The s e c o n d s t e p r e q u i r e s t h e s o l u t i o n o f a s e t o f d i f f e r e n c e 
e q u a t i o n s . I n t h e s i m p l e p r o b l e m j u s t t r e a t e d , t h e s e e q u a t i o n s ( 1 7 5 ) 
h a d t h e d e s i r a b l e p r o p e r t y o f p o s s e s s i n g c o e f f i c i e n t s i n d e p e n d e n t o f t h e 
d i f f e r e n c i n g v a r i a b l e s o t h a t a s t a n d a r d p r o c e d u r e ( s e e E q u a t i o n s ( 1 7 9 -
1 8 3 ) c o u l d b e u s e d t o f i n d a g e n e r a l s o l u t i o n . T h i s c a s e w a s a t y p i c a l : 
N e a r l y a l l r e p a i r m a n p r o b l e m s w i t h s p a r e s g i v e r i s e t o t r a n s f o r m e d 
d i f f e r e n c e e q u a t i o n s w i t h v a r i a b l e c o e f f i c i e n t s . U n f o r t u n a t e l y , t h e r e 
a r e n o s t a n d a r d p r o c e d u r e s f o r d e t e r m i n i n g g e n e r a l s o l u t i o n s t o d i f f e r -
** 
e n c e e q u a t i o n s w i t h v a r i a b l e c o e f f i c i e n t s s o t h a t s u c c e s s f u l 
A 
I n f a c t , o f a l l t h e r e p a i r m a n p r o b l e m s w i t h s p a r e s d i s c u s s e d i n 
t h i s d i s s e r t a t i o n , o n l y t h e p r o b l e m t r e a t e d h e r e , T a y l o r a n d J a c k s o n ' s 
s i m p l e s i n g l e - s e r v e r s y s t e m , a n d o n e o r t w o o t h e r s h a v e t h i s c o n s t a n t -
c o e f f i c i e n t p r o p e r t y . 
T h e r e a r e s t a n d a r d m e t h o d s f o r c o n s t r u c t i n g parfoaular s o l u t i o n s 
t o d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s w i t h v a r i a b l e c o e f f i c i e n t s ( e . g . , s e e 
1 3 1 
c o m p l e t i o n o f t h e s e c o n d s t e p w i l l b e a n o n t r i v i a l m a t t e r i n e v e n 
s l i g h t l y m o r e c o m p l e x p r o b l e m s . The t h i r d s t e p r e q u i r e s l i t t l e c o m m e n t . 
A m o r e c o m p l e x p r o b l e m w i l l g i v e r i s e t o m o r e c o m p l e x e x p r e s s i o n s f o r 
t h e P n ( s ) t h a t a r e a c c o r d i n g l y l e s s a m e n a b l e t o m a n i p u l a t i o n i n t o a 
f o r m s u i t a b l e t o i n v e r s e t r a n s f o r m a t i o n . 
T h e r e f o r e , i t a p p e a r s t h a t p r o b l e m s o f e x e c u t i o n , p r i m a r i l y i n 
t h e s e c o n d a n d t h i r d s t e p s , w i l l p r e v e n t a r e a d y e x t e n s i o n o f t h e m e t h o d 
t o o t h e r r e p a i r m a n p r o b l e m s w i t h s p a r e s . The p r o g n o s i s i s a l s o p e s s i ­
m i s t i c f r o m t h e s t a n d p o i n t o f u s i n g o t h e r e x i s t i n g m e t h o d s . I n t h e 60 
y e a r s o f g r o w t h o f q u e u e i n g t h e o r y , t h e r e h a s b e e n a r e l a t i v e d i r t h o f 
p a p e r s o n t r a n s i e n t m o d e l s . F u r t h e r , t h e r e h a v e b e e n n o p a p e r s a t a l l 
o n t r a n s i e n t s o l u t i o n s t o r e g u l a r r e p a i r m a n p r o b l e m s d u r i n g t h e i r 3 5 -
y e a r h i s t o r y . 
A M o d e l I n v o l v i n g A n c i l l a r y D u t i e s 
An O p e r a t o r w i t h A n c i l l a r y D u t i e s 
The s i t u a t i o n o f i n t e r e s t i s t h a t w h e r e a s i n g l e o p e r a t o r h a s 
c h a r g e o f a g r o u p o f a u t o m a t i c m a c h i n e s i n t h e s e n s e o f t h e c l a s s i c a l 
m a c h i n e - t e n d i n g m o d e l s d i s c u s s e d i n C h a p t e r I I . The s t o p p a g e a n d c l e a r ­
i n g t i m e s o n a m a c h i n e a r e a s s u m e d t o b e n e g a t i v e e x p o n e n t i a l v a r i a t e s 
w i t h mean v a l u e s 1 / X a n d 1 / u , r e s p e c t i v e l y . The o p e r a t o r i s o c c a s i o n a l ­
l y c a l l e d u p o n t o p e r f o r m a n c i l l a r y d u t i e s a n d a t s u c h t i m e s m u s t l e a v e 
i m m e d i a t e l y t o a t t e n d t o t h e s e d u t i e s i r r e s p e c t i v e o f t h e s t a t e o f t h e 
m a c h i n e s . The i n t e r v a l s s e p a r a t i n g t h e s e c a l l s a r e a s s u m e d t o f o l l o w 
A p p e n d i x ) . A l l o f t h e s e p r e s u m e t h a t t h e h o m o g e n e o u s s o l u t i o n h a s 
a l r e a d y b e e n f o u n d . 
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a n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l d i s t r i b u t i o n a n d h a v e a v e r a g e l e n g t h 1 / v . The 
d u r a t i o n o f a p e r i o d o f a n c i l l a r y w o r k i s l i k e w i s e a s s u m e d t o b e a 
n e g a t i v e e x p o n e n t i a l v a r i a t e , w i t h mean d u r a t i o n 1 / n . 
The m a c h i n e s o p e r a t e a s a b a t t e r y : I t r e q u i r e s N f u n c t i o n a l 
m a c h i n e s t o k e e p t h e s y s t e m o p e r a t i v e . H o w e v e r , t h e r e a r e a t o t a l o f 
N + S m a c h i n e s i n t h e s y s t e m a n d , w h e n a m a c h i n e s t o p s , a s t a n d b y s p a r e 
( i f o n e i s a v a i l a b l e ) i s a u t o m a t i c a l l y a c t i v a t e d w i t h o u t t h e n e c e s s i t y 
o f i n t e r v e n t i o n b y t h e o p e r a t o r . I n s u m m a r y , t h e p r o c e s s i s t h a t 
s t u d i e d b y T a y l o r a n d J a c k s o n [ 2 3 2 ] , b u t i n c l u d e s t h e a d d i t i o n a l f e a t u r e 
o f a n c i l l a r y d u t i e s f o r t h e s i n g l e o p e r a t o r . 
M o d e l F o r m u l a t i o n 
L e t P ( t ) a n d Q ( t ) b e t h e p r o b a b i l i t i e s t h a t a t t i m e t t h e r e 
n n 
a r e n f a i l e d m a c h i n e s i n t h e s y s t e m w i t h t h e o p e r a t o r p r e s e n t a n d 
a b s e n t , r e s p e c t i v e l y . The u n c o n d i t i o n a l p r o b a b i l i t y o f t h e r e b e i n g n 
f a i l e d m a c h i n e s a t t i m e t i s ^ n ( " t ) + Q n ( " t ) » U s i n g t h e u s u a l a p p r o a c h 
o f c o n s i d e r i n g t h e p o s s i b l e h a p p e n i n g s i n a s m a l l i n t e r v a l o f t i m e A t 
( s e e C h a p t e r I ) , we o b t a i n t h e r e l a t i o n s 
P ( t + A t ) = ( l - v A t ) { ( l - N A A t ) P ( t ) + ( l - N A A t ) ( y A t ) P n ( t ) } 
o o 1 
+ ( n A t ) ( 1 - N A A t ) Q Q ( t ) + 0 ( A t ) ; ( 2 1 6 ) 
P ( t + A t ) = ( l - v A t ) { ( l - N A A t ) ( l - u A t ) P ( t ) 
n n 
+ ( N A A t ) ( l - u A t ) P
 n ( t ) + ( l - N A A t ) ( y A t )P ± 1 ( t ) } 
n - l n + i 
1 3 3 
+ ( n A t ) ( l - N A A t ) Q n ( t ) + 0 ( A t ) , n = l , 2 , 3 , - - - , S ; ( 2 1 7 ) 
P s + 1 ( t + A t ) = ( l - v A t ) { ( l - y A t ) P s + 1 ( t ) + ( N A A t ) Q - y A t ) P g ( t ) } 
+ ( n A t ) Q g + ( t ) + O ( A t ) ; ( 2 1 8 ) 
Q ( t + A t ) = ( 1 - n A t ) ( 1 - N A A t ) Q ( t ) + ( v A t ) ( l - N A A t ) P ( t ) + 0 ( A t ) ; ( 2 1 9 ) 
o o o 
Q ( t + A t ) = ( l - n A t ) { ( l - N A A t ) Q n ( t ) + ( N A A t ) Q n _ 1 ( t ) } 
+ ( v A t ) ( l - N A A t ) ( l - y A t ) P n ( t ) + 0 ( A t ) , n = l , 2 , 3 , • • • , S ; (220) 
Q s + 1 ( t + A t ) = ( l - n A t ) { Q s + 1 ( t ) + ( N A A t ) Q g ( t ) } 
+ ( v A t ) ( l - y A t ) P g ( t ) + 0 ( A t ) ; ( 2 2 1 ) 
w h e r e 0 ( A t ) d e n o t e s t h e i n c l u s i o n o f q u a n t i t i e s o f s m a l l e r o r d e r o f 
m a g n i t u d e t h a n A t . 
T a k i n g t h e l i m i t a s A t -K ) y i e l d s t h e d y n a m i c e q u a t i o n s o f t h e 
s y s t e m , 
d P ( t ) 
= - ( N A + v ) P ( t ) + y P , ( t ) + nQ ( t ) ; ( 2 2 2 ) 
d P n ( t ) 
- 4 r — = - ( N A + y + v ) P ( t ) + NAP^ . ( t ) + y P ^ . / t ) 
a t n n - J . n + ± 
1 3 4 
d P s + i ( t ) 
+ n Q n ( t ) , n = l , 2 , 3 , • • • , S ; ( 2 2 3 ) 
= - ( y + v ) P 0 ^ ( t ) + N A P c ( t ) + n Q C A 1 ( t ) ; ( 2 2 4 ) 
dQ ( t ) 
o 
= - ( N A + n )Q ( t ) + vP ( t ) ; ( 2 2 5 ) 
d t v " o x w o 
d Q ( t ) 
° = - ( N A + n ) Q n ( t ) + N A Q n _ 1 ( t ) + v P n ( t ) , ( 2 2 6 ) 
n = l , 2 , 3 , • • • , S ; 
d Q S + l ( t ) 
- - n Q c ^ n ^ t ) + N A Q c ( t ) + v F C j , ( t ) . ( 2 2 7 ) 
d t "^ S+r * " ^ S X W " S + l 
L e t p n a n d b e t h e s t a t i o n a r y p r o b a b i l i t i e s a s s o c i a t e d w i t h P n ( " t ) a n < i 
Q n ( t ) , r e s p e c t i v e l y . T h e n , t h e s t e a d y - s t a t e e q u a t i o n s a r e 
0 = - ( N A + v ) p Q + ppj_ + n q Q ; ( 2 2 Q ) 
0 = - ( N A + u + v ) p n + N A p n _ - L + y p n + 1 + n q ^ , ( 2 2 9 ) 
n = l , 2 , 3 , - - - , S ; 
0 = - ( y + v ) p s + 1 + N A p s + n q s + 1 ; < 2 3 ° ) 
0 = - ( N A + n ) q 6 + v p ; ( 2 3 1 ) 
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0 '.=-(NX+n)'qn + N ^ ^ . ! + v p n , n = l , 2 , 3 , - • • , S ; (232) 
0 = - n q s + 1 + N X q s + v p g + 1 . (233) 
The p^ a n d q^ m u s t s a t i s f y t h e c e r t a i n t y c o n d i t i o n f o r a r e g u l a r s o l u ­
t i o n , 
S + l S + l 
I P n + I % ~- I - (234) 
n=0 n=0 
S t e a d y - S t a t e S o l u t i o n 
F r o m (229) , we o b t a i n 
.., \ = V ^ - V P ^ ! + ( N A + y t v ) p n - N X p n _ 1 ] , (235) 
n = l , 2 , 3 , - - - , S ; 
a n d 
q ^ = n" 1 C -yP n + ( N X + y + v ) p n _ 1 - N X p n _ 2 ] , (236) 
n = 2 , 3 , 4 , - " , S + l . 
S u b s t i t u t i n g (2 35-2 36) i n t o (2 32) y i e l d s 
o = _ ( N x + n ) n " 1 [ - y p n + 1 + (NX+u+v)p n - NAp ^ 
+ NXn~1C-yp + (NX+p+v)p . - NXp _] + vp , (237) 
n n - 1 - ! n - 2 n 
n = 2 , 3 , 4 , . - . , S . 
1 3 6 
M u l t i p l y i n g t h i s t h r o u g h b y . n a n d r e a r r a n g i n g t e r m s r e s u l t s i n 
0 = y ( N A + n ) p _,, - [ N A ( N A + 2 y + n + v ) +
 n v ] p n + l n 
+ NA(2NA+y+n+v)p . - ( N A ) 2 p _ , ( 2 3 8 ) 
n - 1 . . n - 2 
n = 2 , 3 , 4 , • • • , S . 
E q u a t i o n ( 2 3 8 ) c a n b e r e c o g n i z e d a s b e i n g a t h i r d - o r d e r , 
h o m o g e n e o u s , l i n e a r d i f f e r e n c e e q u a t i o n i n n w i t h c o n s t a n t c o e f f i c i e n t s . 
A c c o r d i n g l y , i t a d m i t s t o s o l u t i o n s o f t h e f o r m 
p n = C 3 n , ( 2 3 9 ) 
w h e r e C i s a n a r b i t r a r y c o n s t a n t . S u b s t i t u t i n g ( 2 3 9 ) i n t o ( 2 3 8 ) a n d 
d i v i d i n g t h r o u g h b y common f a c t o r s , we o b t a i n a c u b i c e q u a t i o n i n 3 , 
0 = y ( N A + n ) B 3 - [NA(NA+2y+n+ v ) + nv]g 2 
+ N A ( 2 N A + y + n + v ) 3 - ( N A ) 2 ( 2 4 0 ) 
L e t t h e r o o t s o f ( 2 4 0 ) b e d e n o t e d b y &
 9 3 2 > a n d 3 g . D i r e c t s u b s t i t u ­
t i o n w i l l s h o w t h a t 3 = 1 i s a s o l u t i o n o f ( 2 4 0 ) , s o w r i t e 
3 1 = 1 , ( 2 4 1 ) 
1 3 7 
a n d d i v i d e ( 2 4 0 ) t h r o u g h b y ( 0 - 1 ) t o o b t a i n t h e q u a d r a t i c w h i c h 3 2 a n d 
3 3 m u s t s a t i s f y , n a m e l y , 
0 = y ( N A + n ) 3 2 - N A ( N A + u + v + n ) 3 + ( N A ) 2 ( 2 4 2 ) 
S o l v i n g , we f i n d 
3 2 = ~ ~ ( B + >^4yT ), ( 2 4 3 ) 
( 2 4 4 ) 
w h e r e 
A = NA + y , B = NA + y + v + n . ( 2 4 5 ) 
T h u s , t h e g e n e r a l s o l u t i o n t o E q u a t i o n s ( 2 3 8 ) i s 
P n = + C 2 3 2 + C g B g , n = 0 , l , 2 , - - . , S + l ; ( 2 4 6 ) 
w h e r e C ^ , a n d a r e a r b i t r a r y c o n s t a n t s . S u b s t i t u t i n g E q u a t i o n s 
( 2 4 6 ) i n t o ( 2 2 8 , 2 3 0 , 2 3 5 ) a n d e v a l u a t i n g f o r t h e q ^ , we f i n d 
- 1 
q Q = n [ ( ^ ( N A + v - y ) + C 2 ( N A + v - y 3 2 ) + ( ^ ( N A + v - y B g ) ] ; 
q ^ = n " 1 { C 1 v + C 2 3 2 " 1 [ - y 3 2 + ( N A + y + v ) 3 2 - N A ] 
+ C 3 3 3 " 1 [ - y 3 2 + ( N A + y + v ) 3 3 - N A ] } , n = l , 2 , 3 , • • • , S ; ( 2 4 7 ) 
1 3 8 
q S + l = n ^ ^ ( v i + v - N A ) + C 2 3 2 ( u 3 2 + v 3 2 - N A ) 
+ C 3 3 | ( u 3 3 + v 3 3 - N A ) ] . 
The g e n e r a l s t a t i o n a r y s o l u t i o n o f t h e m o d e l i s t h u s g i v e n b y E q u a t i o n s 
( 2 4 6 - 2 4 7 ) , w i t h 3 a n d 32 d e f i n e d b y ( 2 4 3 - 2 4 4 ) , w h e r e t h e u n k n o w n c o n ­
s t a n t s C ^ , , a n d C 3 a r e t o b e e v a l u a t e d u s i n g t h e b o u n d a r y c o n d i t i o n s 
( 2 3 1 ) a n d ( 2 3 3 ) t o g e t h e r w i t h t h e n o r m a l i z i n g c o n d i t i o n ( 2 3 4 ) . 
U s i n g t h e f a m i l i a r f o r m u l a f o r t h e sum o f t e r m s o f a g e o m e t r i c 
p r o g r e s s i o n , we f i n d 
S + l S + l 
( ^ ( S + 2 ) + C2(l-32)"1(l-32+2)'+ C3(l-33)"1(l-3|+2) 5 ( 2 4 8 ) a n d 
S + l 
n = 0 
+ I r)'1^^ + C2&*~h-)i&l + (NA+y+v)32 - N A ] 
n = l 
+ C333 1[-y32 + (NA+u+v)33 - N A ] } 
n {C ( N A + v - u ) + C 2 ( N A + v - u 3 2 ) + C3(NA+v-y33) 
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+ C j V S + C 2 ( l - B 2 ) _ 1 ( l - 6 2 ) C - y B 2 + ( N A + y + v ) S 2 - N A ] 
+ C 3 ( l - 33 ) _ 1 ( l - 3 | ) [ : - y33 + ( N A + y + v ) 3 3 - N A ] 
+ C ( u + v - N A ) + C 2 3 2 (y3 2 +v3 2 -NA) + C^iy33+v33-NA)} 
= n " 1 v [ C 1 ( S + 2 ) + C 2 ( l - 3 2 ) " 1 ( l - 3 2 + 2 ) + C 3 ( l - 3 3 ) " 1 ( 1 - 3 | + 2 ) ] , ( 2 4 9 ) 
s o t h a t t h e n o r m a l i z i n g c o n d i t i o n ( 2 3 4 ) may b e e x p r e s s e d a s 
1 = ( l + v n " 1 ) [ C 1 ( S + 2 ) + C 2 ( l - 3 2 ) " 1 ( l - 3 2 + 2 ) + C 3 ( l - 3 3 ) " 1 ( 1 - 3 | + 2 ) ] . ( 2 5 0 ) 
The b o u n d a r y c o n d i t i o n ( 2 3 1 ) y i e l d s 
0 = - ( N A + n ) n ~ 1 [ C 1 ( N A + v - y ) + C 2 (NA+v--y3 2) 
+ C 3 ( N A + v - y 3 3 ) ] + v ( C + C 2 + C 3 ) 
= - n " 1 { C 1 [ N A ( N A + v - y + n ) - n y ] + C 2 [ N A ( N A + v + n ) - y 3 2 ( N A + n ) ] 
+ C 3 [ N A ( N A + v + n ) - y 3 3 ( N A + n ) ] > 
= - n ~ 1 { C 1 C N A ( N A + v - y + n ) - n y ] + C 2 ( i - 3 2 ) - 1 [ N A ( v + n ) - yn32] 
+ C 3 ( i - 3 3 ) _ 1 C N A ( v + n ) - yn33]>; ( 2 5 1 ) 
140 
a n d , s i m i l a r l y , t h e b o u n d a r y c o n d i t i o n ( 2 3 3 ) y i e l d s 
0 = - n n " 1 [ C 1 ( y + v - N A ) + C 2 8 2 ( y 8 2 + v 8 2 - N A ) + C ^ y B g + v B g - N A ) ] 
+ NAri 1 { C 1 v + C 2 B 2 \ - ^ \ + ( N A + y + v ) B 2 - N A ] 
+ C ^ B ^ E - y B g + ( N A + y + v B 3 - N A ] } 
+ v E ^ + C 2 B 2 + 1 + C 3 B | + 1 ] 
n 1{c iCNA(n+v) - nv] 
+ C 2 3 2 " 1 C - y ( N A + n ) B 2 + N A ( N A + y + v + n ) 3 2 - ( N A ) 2 ] 
+ C 3 B | 1 [ - y ( N A + n ) B 3 + NA(NA+y+v+n)B 3 - ( N A ) 2 ] } 
C n 1CNA(n+v) - ny ] ; ( 2 5 2 ) 
w h e r e , i n e a c h c a s e , t h e l a s t s t e p was a c c o m p l i s h e d w i t h t h e a i d o f 
E q u a t i o n ( 2 4 2 ) . S o l v i n g ( 2 5 0 - 2 5 2 ) s i m u l t a n e o u s l y , we f i n d 
C± = 0 , ( 2 5 3 ) 
C 2 = n ( v + n ) _ 1 ( l - B 2 ) [ N A ( v + n ) - ynB 3 ] 
• { ( l - B 2 + 2 ) C N A (v+ n ) - y n B 3 ] - ( l - B | + 2 ) [ N A ( v + n ) - y n B 2 ] } ' 1 , ( 2 5 4 ) 
1 4 1 
C 3 = - N ( v + N ) ' 1 ( l - 3 3 ) [ N n ( v + N ) - Y N 3 2 ] 
• { ( l - 3 2 + 2 ) [ N A ( v + N ) - Y N 3 3 ] - ( 1 - 3 | + 2 ) [ N A ( v + N ) - Y N 3 2 I } ' 1 . ( 2 5 5 ) 
The c o m p l e t e s o l u t i o n i s t h u s g i v e n b y E q u a t i o n s ( 2 4 6 - 2 4 7 ) w i t h 
3 2 , 3 3 , C , C 2 , a n d C3 d e f i n e d b y ( 2 4 3 - 2 4 4 , 2 5 3 - 2 5 5 ) . 
M o d e l s I n v o l v i n g F a u l t y R e p a i r s 
I n s t a n t F a i l u r e s 
As a n e m b e l l i s h m e n t o f t h e m o d e l s o f T a y l o r a n d J a c k s o n [ 2 3 2 ] 
a n d T o f t a n d B o o t h r o y d [ 2 4 0 ] , we i n t r o d u c e t h e n o t i o n o f s t o c h a s t i c a l l y 
f a u l t y r e p a i r s w h i c h c a n r e s u l t i n t h e f a i l u r e o f a r e p a i r e d m a c h i n e 
b e f o r e i t c a n b e d e l i v e r e d t o t h e w o r k a r e a . I n t h e r e a l w o r l d , t h i s 
p h e n o m e n o n m i g h t o c c u r a s a r e s u l t o f Y e s - N o q u a l i t y c o n t r o l t e s t i n g 
o f s i n g l e - o p e r a t i o n r e p a i r j o b s ( e . g . , r e p a i r b y m o d u l a r r e p l a c e m e n t ) . 
The i n s p e c t i o n f u n c t i o n , p e r h a p s a t i m e c o n s u m i n g p r o c e s s i t s e l f , i s 
p e r f o r m e d on e a c h n e w l y r e p a i r e d u n i t , s o i n s p e c t i o n t i m e c a n b e r e g a r d e d 
a s b e i n g a c o m p o n e n t p a r t o f t h e r e p a i r t i m e o n a u n i t . L e t u s c a l l t h i s 
new t y p e o f f a i l u r e a n " i n s t a n t f a i l u r e . " 
The m e t h o d o f a t t a c k w i l l b e t h e u s u a l s c h e m e o f c o n s i d e r i n g t h e 
p o s s i b l e t r a n s i t i o n s i n a s m a l l i n c r e m e n t o f t i m e A t . N o t i n g t h a t t h e 
r e s u l t i n g m o d e l w i l l b e a n a l o g o u s t o a t w o - s t a g e c y c l i c q u e u e w i t h s e l f 
f e e d b a c k a t t h e s e r v i c e s t a g e , r e f e r e n c e i s made t o F i n c h ' s w o r k on 
* 
f e e d b a c k i n c y c l i c q u e u e s . The r e a d e r may f i n d i t o f i n t e r e s t t o 
F i n c h [ 5 7 ] h a s d e v e l o p e d m o d e l s f o r s e v e r a l t y p e s o f f e e d b a c k 
i n s i n g l e - s e r v e r c y c l i c q u e u e s w i t h e x o g e n o u s a r r i v a l s / d e p a r t u r e s a t 
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c o m p a r e t h e c u r r e n t m o d e l w i t h F i n c h ' s " s i n g l e s e r v i c e " f e e d b a c k m o d e l . 
M o d e l F o r m u l a t i o n 
C o n s i d e r f i r s t t h e T a y l o r a n d J a c k s o n p r o b l e m . We a d o p t a l l t h e 
u s u a l a s s u m p t i o n s f o r t h i s s y s t e m ( s e e C h a p t e r I I I ) a n d s u p p o s e i n 
a d d i t i o n t h a t a n e w l y r e p a i r e d u n i t w i l l i n s t a n t l y f a i l w i t h p r o b a b i l i t y 
a ( 0 £ a < l ) . I f a n i n s t a n t f a i l u r e o c c u r s , t h e u n i t i s i m m e d i a t e l y 
r e t u r n e d t o t h e r e p a i r q u e u e . ( T h e r e i s n o c h a n g e i n t h e s t a t e o f t h e 
s y s t e m . ) I t i s e s s e n t i a l t o t h e c o m b i n a t o r i a l s c h e m e t h a t i n s t a n t 
f a i l u r e s b e a s s u m e d t o o c c u r w i t h o u t r e g a r d t o t h e s t a t e o f t h e s y s t e m 
a n d i n a m a n n e r t o t a l l y i n d e p e n d e n t o f t h e o p e r a t i n g a n d s e r v i c i n g 
c h a r a c t e r i s t i c s o f t h e m a c h i n e s . 
We a d o p t t h e n o t a t i o n u s e d t o p r e s e n t t h e T a y l o r a n d J a c k s o n 
m o d e l i n C h a p t e r I I I a n d a s k , w h a t i s t h e p r o b a b i l i t y P n ( t + A t ) t h a t 
t h e r e a r e n f a i l e d m a c h i n e s i n t h e s y s t e m a t t i m e t i n t e r m s o f t h e 
p r o b a b i l i t i e s o f t h e r e b e i n g v a r i o u s n u m b e r s o f f a i l e d m a c h i n e s a t t i m e 
t ? The k e y t o a n s w e r i n g t h i s q u e s t i o n i s t h e o b s e r v a t i o n t h a t , s i n c e 
i n s t a n t f a i l u r e s o c c u r a s i n d e p e n d e n t e v e n t s , 
[ t h e r e i s o n e s e r v i c e c o m p l e t i o n 
P r <,in t h e s h o r t i n t e r v a l ( t , t + A t ) 
[ a n d i t i s an i n s t a n t f a i l u r e 
n u n i t s i n 
s y s t e m a t >^ = [ u n A t + 0 ( A t ) ] ( a ) , (256) 
t i m e t 
[ t h e r e i s o n e s e r v i c e c o m p l e t i o n 
P r - ^ i n t h e s h o r t i n t e r v a l ( t , t + A t ) 
[ a n d i t i s not a n i n s t a n t f a i l u r e 
n u n i t s i n 
s y s t e m a t 
t i m e t 
= f u n A t + 0 ( A t ) ] ( l - a ) , 
( 2 5 7 ) 
some o f t h e s t a g e s . H i s e q u a t i o n s a r e n o t a p p l i c a b l e t o t h e c u r r e n t 
p r o b l e m s i n c e a n a t t e m p t t o s e t t h e e x o g e n o u s - a r r i v a l t e r m s t o z e r o 
r e s u l t s i n f a c t o r s o f t h e i n d e t e r m i n a n t f o r m 0 ± 0 . 
1 4 3 
w h e r e 0 ( A t ) h a s b e e n u s e d t o d e n o t e t h e i n c l u s i o n o f q u a n t i t i e s o f 
s m a l l e r m a g n i t u d e t h a n A t . T h u s , 
P ( t + A t ) = ( l - N A A t ) P ( t ) + ( l - N A A t ) [ ( l - a ) u A t P - ( t ) + ' O ( A t ) ; ( 2 5 8 ) 
o o ± 
P ( t + A t ) = ( l - N A A t ) ( l - n y A t ) P ( t ) + ( l - N A A t ) ( a n y A t ) P ( t ) 
n n n 
+ ( l - N A A t ) [ ( l - a ) ( n + l ) u A t ] P n + 1 ( t ) 
+ ( N A A t ) [ l - ( n - l ) y A t ] P n _ 1 ( t ) + 0 ( A t ) , ( 2 5 9 ) 
n = l , 2 , 3 , - - - , c - l ; 
P ( t + A t ) = ( l - N A A t ) ( 1 - c y A t ) P ( t ) + ( l - N A A t ) ( a c y A t ) P ( t ) 
c c c 
+ ( l - N A A t ) [ ( l - a ) c y A t ] P
 A 1 ( t ) 
c + 1 
+ ( N A A t ) [ l - ( c - l ) y A t ] P _ ( t ) + 0 ( A t ) ; ( 2 6 0 ) 
c - l 
P ( t + A t ) = ( l - N A A t • ) ( 1 - c y A t ) P ( t ) + ( l - N A A t ) ( a c y A t ) P ( t ) 
n n n 
+ ( l - N A A t ) C ( l - a ) c y A t ] P ^ , ( t ) 
n + 1 
+ ( N A A t ) ( 1 - c y A t )P
 x ' ( t ) + 0 ( A t ) , ( 2 6 1 ) 
n = c + l , c + 2 , c + 3 , • • • , S ; 
1 4 4 
P s ( t + A t ) = ( l - c y A t ) P g + 1 ( t ) + ( a c u A t ) P s + 1 ( t ) 
+ ( N A A t ) Q - c y A t ) P g ( t ) + O ( A t ) . ( 2 6 2 ) 
M o d e l S o l u t i o n 
C o m p a r i n g E q u a t i o n s ( 2 5 8 - 2 6 2 ) w i t h E q u a t i o n s ( 5 ) r e v e a l s t h a t we 
h a v e a n e x a m p l e o f t h e g e n e r a l b i r t h - a n d - d e a t h m o d e l i n w h i c h 
A = N A , u n = ( l - a ) n y , n = 0 , 1 , 2 , • • • , c ; 
A = NA, y = ( l - a ) c y , n = c , c + l , c + 2 , • • • , S ; 
n n 
X S + 1 = ° » y S + l = ( l - a ) c V i > n = S + l . 
( 2 6 3 ) 
A c c o r d i n g l y , t h e d y n a m i c a n d s t a t i o n a r y e q u a t i o n s o f s t a t e may b e 
o b t a i n e d b y s u b s t i t u t i n g E q u a t i o n s ( 2 6 3 ) i n t o ( 6 , 9 ) . The s t a t i o n a r y 
s o l u t i o n f o l l o w s f r o m E q u a t i o n s ( 1 0 - 1 1 ) : 
P n = 
P n = 
r NA n n _ i _ 
" [ _ ( l - a ) y j n ! P o ' n = l , 2 , 3 , • • • , c ; 
— - i — p , n = c , c + l , c + 2 , • • * , S + 1 ; 
l - a ) y , n - c r o ' 
^ c ! c 
( 2 6 4 ) 
w h e r e p Q i s t o b e e v a l u a t e d f r o m t h e n o r m a l i z i n g c o n d i t i o n , 
S + l 
n = 0 
p = 1 r n ( 2 6 5 ) 
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The A n a l o g u e t o T a y l o r a n d J a c k s o n ' s M o d e l 
A c o m p a r i s o n o f E q u a t i o n s ( 2 6 3 - 2 6 4 ) a n d ( 4 0 - 4 1 ) p e r m i t s a n 
i l l u m i n a t i n g o b s e r v a t i o n . The m o d e l j u s t o b t a i n e d i s e q u i v a l e n t t o 
T a y l o r a n d J a c k s o n ' s m o d e l [ 2 3 2 ] w i t h t h e mean s e r v i c e r a t e o f a c h a n ­
n e l r e d u c e d b y t h e f a c t o r ( 1 - a ) . Does t h i s c o m p a r e w i t h o u r e x p e c t a t i o n 
o f t h e i n s t a n t f a i l u r e p r o c e s s ? Y e s , b e c a u s e , a s w i l l b e d e m o n s t r a t e d , 
t h e t o t a l t i m e T r e q u i r e d t o s u c c e s s f u l l y r e s t o r e a u n i t t o s e r v i c e i s 
a n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l l y d i s t r i b u t e d v a r i a t e w i t h mean [ ( l - a ) y ] \ 
The i n s t a n t f a i l u r e p r o c e s s may b e t h o u g h t o f a s a s e r i e s o f 
INDEPENDENT B e r n o u l l i t r i a l s w i t h PROBABILITY 1 - A o f s u c c e s s f u l REPAIR 
o n e a c h t r i a l . The p r o b a b i l i t y o f a r u n o f k - 1 f a i l u r e s f o l l o w e d b y 
o n e s u c c e s s i s 
v = a k ~ 1 ( l - a ) , k = l , 2 , 3 , - - - . ( 2 6 6 ) 
K 
The d i s c r e t e d i s t r i b u t i o n ( 2 6 6 ) i s j u s t t h e u n c o n d i t i o n a l d i s t r i b u t i o n 
o f t h e n u m b e r k o f t r i a l s a t r e p a i r t h a t w i l l b e r e q u i r e d t o s u c c e s s ­
f u l l y r e s t o r e a u n i t t o s e r v i c e . 
N o w , given t h a t k t r i a l s a t r e p a i r w e r e r e q u i r e d t o s u c c e s s f u l l y 
r e s t o r e a u n i t t o s e r v i c e , we o b s e r v e t h a t t h e t o t a l s e r v i c e t i m e T i s 
c o m p r i s e d o f t h e sum o f k m u t u a l l y i n d e p e n d e n t i n t e r v a l s ( j = l , 2 , 3 , 
• • • , k ) , e a c h o f w h i c h f o l l o w s t h e same n e g a t i v e e x p o n e n t i a l d i s t r i b u t i o n 
w i t h mean 1 / y . T h u s , i t f o l l o w s ( s e e , e . g . , [ 5 3 ] , p . 1 0 ) t h a t T m u s t b e 
A 
( c o n d i t i o n a l l y ) d i s t r i b u t e d a c c o r d i n g t o t h e kth E r l a n g d i s t r i b u t i o n , 
A l s o k n o w n v a r i o u s l y a s a P e a r s o n T y p e I I I , c h i - s q u a r e w i t h 
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k k « l *\it 
f ( T l k ) = y ( k - l ) l ' ° - T < e ° - ( 2 6 7 ) 
A c c o r d i n g l y , t h e u n c o n d i t i o n a l p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n f o r T i s 
g ( x ) = I f ( T | k ) v , 
0 0
 k k - l - y x . _ 
r y T e k - l , _ x 
" J, ( k - i ) ; ° ( 1 " a ) 
k = l 
0 0
 , x k - 1 
= ( l - a ) y e ^ I < ^ I ^ 
k = l * k 1 ; * 
( . x - y x a y x 
= ( l - c t ) y e e 
= ( l - a ) y e ~ ( 1 ~ a ) p T , 0 < T « » , ( 2 6 8 ) 
w h i c h i s i n d e e d a n e g a t i v e e x p o n e n t i a l d i s t r i b u t i o n w i t h mean 
[ ( l - a ) u ] " 1 . ' 
The A n a l o g u e t o T o f t a n d B o o t h r o y d ' s M o d e l 
The i n s t a n t - f a i l u r e s a n a l o g u e t o T o f t a n d B o o t h r o y d ' s m o d e l 
[ 2 4 0 ] c a n b e s i m i l a r l y d e v e l o p e d . I n t h i s c a s e , t h e s t a t i o n a r y p r o b a ­
b i l i t i e s q ^ , o f t h e r e b e i n g n f a i l e d m a c h i n e s i n t h e s y s t e m , a r e 
q = q ( p / p ) / ( l - a ) n , n = l , 2 , 3 , - " , N + S , ( 2 6 9 ) 
TI o n o 
e v e n d e g r e e s o f f r e e d o m , o r gamma d i s t r i b u t i o n . A d d i t i o n a l p r o p e r t i e s 
o f t h i s d i s t r i b u t i o n a r e d e s c r i b e d i n C h a p t e r V , 
1 4 7 
w h e r e t h e p ^ ( n = 0 , 1 , 2 , • • • , N + S ) a r e d e f i n e d b y E q u a t i o n s ( 5 9 - 6 1 ) a n d 
w h e r e q i s t o b e d e t e r m i n e d f r o m t h e c o n d i t i o n 
N+S 
I % = 1 . ( 2 7 0 ) 
n = 0 
The R e l a t i o n s h i p B e t w e e n C y c l i c Q u e u e s 
a n d R e p a i r m a n M o d e l s w i t h S p a r e s 
I n t r o d u c t i o n 
A d e s c r i p t i o n o f t h e r e l a t i o n s h i p b e t w e e n c y c l i c q u e u e s a n d 
r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s a p p e a r e d i n C h a p t e r I I I . T h a t d i s c u s s i o n 
w i l l n o w b e a m p l i f i e d w i t h a d e m o n s t r a t i o n o f e q u i v a l e n c e b e t w e e n t h e 
c y c l i c q u e u e i n g m o d e l o f K o e n i g s b e r g a n d t h e r e p a i r m a n m o d e l w i t h s p a r e s 
o f T o f t a n d B o o t h r o y d . A q u a l i t a t i v e c o n s i d e r a t i o n o f t h e g e n e r a l u s e ­
f u l n e s s o f c y c l i c q u e u e i n g t h e o r y i n t h e s o l u t i o n o f r e p a i r m a n p r o b l e m s 
w i t h s p a r e s w i l l f o l l o w . 
K o e n i g s b e r g ' s T w o - S t a g e M o d e l 
K o e n i g s b e r g ' s p a p e r [ 1 3 9 ] o n t h e t w o - s t a g e c y c l i c q u e u e i n g s y s t e m 
w i t h m u l t i c h a n n e l n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l s e r v i c e a t e a c h s t a g e w a s b r i e f l y 
d e s c r i b e d i n C h a p t e r I I I . H i s r e s u l t s a r e i n f a c t a n i n d e p e n d e n t 
d e r i v a t i o n o f t h e r e p a i r m a n m o d e l w i t h s p a r e s d u e o r i g i n a l l y t o T o f t a n d 
B o o t h r o y d [ 2 4 0 ] . E q u i v a l e n c e o f t h e t w o s o l u t i o n s c a n b e d e m o n s t r a t e d 
b y a n a p p r o p r i a t e i n t e r p r e t a t i o n o f K o e n i g s b e r g ' s n o t a t i o n . 
The f i r s t s t a g e o f K o e n i g s b e r g ' s m o d e l ( s e e F i g u r e 9 ) i s a s s u m e d 
t o c o n s i s t o f M r e p a i r s t a t i o n s , e a c h s t a t i o n b e i n g i n d e p e n d e n t l y 
c h a r a c t e r i z e d b y a n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l s e r v i c e t i m e d i s t r i b u t i o n w i t h 
mean s e r v i c e t i m e 1 / u - , » a n d a q u e u e o f m a c h i n e s a w a i t i n g r e p a i r . 
1 4 8 
F i g u r e 9 . K o e n i g s b e r g ' s T w o - S t a g e C y c l i c Q u e u e . 
The s e c o n d s t a g e i s a s s u m e d t o c o n s i s t o f A w o r k i n g s t a t i o n s , e a c h 
c h a r a c t e r i z e d b y a n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l w o r k i n g t i m e d i s t r i b u t i o n w i t h 
mean w o r k i n g t i m e l / y ^ » a n ^ a q u e u e o f m a c h i n e s a w a i t i n g a w o r k p o s i t i o n . 
T h u s , i f t h e r e a r e N m a c h i n e s t o t a l i n t h e c y c l e , t h e c u r r e n t s t a t e o f 
t h e s y s t e m c a n b e s p e c i f i e d a s b e i n g t h e n u m b e r s o f m a c h i n e s n ^ , i n 
s t a g e s 1 a n d 2 , r e s p e c t i v e l y , w h e r e + = N . U s i n g pCn^n^ t o 
d e n o t e t h e b i v a r i a t e s t a t i o n a r y p r o b a b i l i t y t h a t t h e s y s t e m i s i n s t a t e 
( n , n 0 ) , K o e n i g s b e r g o b t a i n e d f o r N - A ^ M , 
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pOi^N - i^ ) p ( 0 , N ) , 1 1 ^ 0 , 1 , 2 , . . . ^ ; ( 2 7 1 ) 
pOi^N - i^ ) = 
M!M 
i i -M 
p ( 0 , N ) , n = M , M + l , M + 2 , • • : , N - A ; ( 2 7 2 ) 
p ( n 1 , N - n 1 ) 
A ! A' 
N - A 
( N - n 1 ) ! M ! M 
i i 
1 
p ( 0 , N ) , ( 2 7 3 ) 
n = N - A , N - A + l , N - A + 2 , • • • , N ; 
a n d f o r N - A .< M, 
p ( n i ' N - n l } = n ^ T 
p ( 0 , N ) , N
1
= 0
 J I J 2 , • • • , N - A ; ( 2 7 4 ) 
A ' A N " A 
p ( n 1 , N - n 1 ) = fr.^), , p ( 0 , N ) , n 1 = N - A , N - A + l , N - A + 2 , • • • , M ; ( 2 7 5 ) 
p ( i i 1 , N - i i 1 ) = A ! A 
N - A \T1. 
( N - n ^ l M J M 
n -M 
p ( 0 , N ) , n 1 = M , M + l , M + 2 , - - - , N ; ( 2 7 6 ) 
w h e r e i n e a c h c a s e p ( 0 , N ) i s t o b e e v a l u a t e d u s i n g t h e c o n d i t i o n 
A t y p o g r a p h i c a l e r r o r i n K o e n i g s b e r g ' s e q u a t i o n ( 1 1 ) h a s b e e n 
c o r r e c t e d i n E q u a t i o n s ( 2 7 6 ) , . The i n t e n d e d f o r m o f K o e n i g s b e r g ' s 
e q u a t i o n ( 1 1 ) may b e d e d u c e d f r o m a c o m p a r i s o n o f i t w i t h h i s e q u a ­
t i o n ( 1 3 ) . 
1 5 0 
N 
I p ( n 1 , N - n 1 ) = 1 , ( 2 7 7 ) 
M a k i n g t h e n o t a t i o n a l s u b s t i t u t i o n s , 
u 2 —> A , u —* y , y 2 ^ y l p » 
M - > c , N - A - > S , A — • N , 
n ^ —> n , a n d p ( n 1 , N - n 1 ) p n ; 
( 2 7 8 ) 
we o b t a i n f r o m E q u a t i o n s ( 2 7 . 1 - 2 7 3 ) f o r S > c , 
P n = ( N n p n p Q ) / n ! , 
P n = ( N n p n p o ) / ( c ! c n - C ) , 
n = 0 , l , 2 , - - - , c ; 
n = c , c + l , c + 2 , • • •' , S ; 
p n = ( N ! N S p n p o ) / [ ( N + S - n ) ! c ! c n C ] , n = S , S + l , S + 2 , • • • , N + S ; 
( 2 7 9 ) 
a n d f r o m E q u a t i o n s ( 2 7 4 - 2 7 6 ) f o r S < c , 
p n = ( N ! p n p o ) / n ! , 
,S n 
n = 0 , l , 2 , - . . , S ; 
p = ( N ! N " p " p ) / [ ( S + N - n ) ! n ! ] , n = S , S + l , S + 2 , ' • • , c ; |> ( 2 8 0 ) 
n o 
p n = ( N ! N S p n p o ) / [ ( S + N - n ) ! c ! c n " C ] , n = c , c + l , c + 2 , • • • , N + S . J 
1 5 1 
E q u a t i o n s ( 2 7 9 - 2 8 0 ) a r e s e e n t o b e i d e n t i c a l t o E q u a t i o n s ( 5 9 - 6 0 ) . w h i c h 
a r e c i t e d f o r T o f t a n d B o o t h r o y d [ 2 4 0 ] i n C h a p t e r I I I . 
Some O b s e r v a t i o n s 
I t i s c l e a r f r o m t h e a b o v e e x a m p l e t h a t t h e c y c l i c q u e u e i n g 
a p p r o a c h ( e . g . , K o e n i g s b e r g ' s a p p r o a c h ) t o r e p a i r m a n p r o b l e m s w i t h 
s p a r e s i n v o l v e s m u c h t h e same c o n s i d e r a t i o n s a s t h e " d i r e c t " a p p r o a c h 
' f t 
( e . g . , T o f t a n d B o o t h r o y d ' s o r T a y l o r a n d J a c k s o n ' s a p p r o a c h ) . H o w ­
e v e r , i t i s a p p a r e n t t h a t e v e n f o r a t w o - s t a g e s y s t e m , t h e c y c l i c 
q u e u e i n g a p p r o a c h r e q u i r e s a d d i t i o n a l ( y e t r e d u n d a n t ) n o t a t i o n a n d 
e f f o r t i n f o r m u l a t i o n a n d s o l u t i o n t h a t w i l l n o t g e n e r a l l y b e n e c e s s a r y 
n o r d e s i r a b l e i n t h e s t u d y o f r e p a i r m a n p r o b l e m s w i t h s p a r e s . T h u s , i t 
w o u l d s e e m t h a t t h e c y c l i c q u e u e i n g a p p r o a c h w i l l n o t b e p r e f e r a b l e t o 
t h e " d i r e c t " a p p r o a c h e x c e p t p o s s i b l y i n t h o s e i n s t a n c e s w h e r e t h e 
i n t r o d u c t i o n o f s p e c i a l p h e n o m e n a ( e . g . , p h a s e - t y p e s e r v i c e , u n u s u a l 
q u e u e d i s c i p l i n e s , e t c . ) n e c e s s i t a t e s t h e i n c l u s i o n o f a d d i t i o n a l v a r i ­
a b l e s i n e v e n t h e " d i r e c t " a p p r o a c h . 
On t h e o t h e r h a n d , t h e r e c a n b e n o d o u b t a s t o t h e v a l u e o f u s i n g 
ftft 
existing c y c l i c q u e u e i n g m o d e l s a s s h o r t c u t s t o f i n d i n g s o l u t i o n s t o 
r e p a i r m a n p r o b l e m s w i t h s p a r e s w h e n e v e r p o s s i b l e . U s i n g t h e r a t i o n a l e 
i l l u s t r a t e d w i t h t h e K o e n i g s b e r g e x a m p l e , i t i s a f a i r l y s i m p l e m a t t e r 
t o m a n i p u l a t e t h e m i n t o t h e f o r m o f r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s ( a s 
i s d o n e i n s e v e r a l l a t e r s e c t i o n s o f t h i s c h a p t e r ) . F u r t h e r , i t i s 
ft 
U n f o r t u n a t e l y , d u e t o t h e l i m i t e d s c o p e o f t h e l i t e r a t u r e i n 
b o t h a r e a s , t h e g i v e n e x a m p l e i s t h e o n l y c a s e f o r w h i c h a d i r e c t 
c o m p a r i s o n c a n b e m a d e . 
ftft 
See s p e c i f i c r e f e r e n c e s c i t e d i n t h e " C y c l i c Q u e u e s " s e c t i o n 
o f C h a p t e r I I I . 
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c l e a r t h a t o u r k n o w l e d g e o f r e p a i r m a n . m o d e l s w i t h s p a r e s w i l l b e n e f i t 
f r o m f u t u r e a d v a n c e s i n c y c l i c q u e u e i n g t h e o r y a n d , t o a l e s s e r e x t e n t , 
ft 
f r o m a d v a n c e s i n f i n i t e a n d g e n e r a l q u e u e i n g n e t w o r k t h e o r y . 
The e x t e n t o f s u c h p o t e n t i a l b e n e f i t s h o u l d n o t b e o v e r e s t i m a t e d . 
Many o f t h e e x i s t i n g c y c l i c a n d f i n i t e q u e u e i n g m o d e l s d i d n o t p r o v e 
u s e f u l i n t h e p r e s e n t i n v e s t i g a t i o n . T h e r e w e r e t h r e e p r i m a r y r e a s o n s 
f o r t h i s : When e v a l u a t e d f o r t h e c a s e o f o n l y two s t a g e s i n cyclic 
o r d e r ( i . e . , t h e b a s e c a s e f o r r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s ) , m o s t s u c h 
m o d e l s h a d t o b e d i s c a r d e d b e c a u s e t h e y e i t h e r ( 1 ) b e c a m e i d e n t i c a l t o 
K o e n i g s b e r g ' s mode l [ 1 3 9 ] and hence d u p l i c a t e d T o f t a n d B o o t h r o y d ' s 
s o l u t i o n [ 2 4 0 ] ; ( 2 ) r e d u c e d t o a t r i v i a l m o d e l i n v o l v i n g t w o s i n g l e -
s e r v e r s t a g e s ( o n e r e p a i r m a n a n d o n e w o r k i n g p o s i t i o n ) a n d h e n c e d u p l i ­
c a t e d p o r t i o n s o f B a r l o w ' s w o r k [ 5 ] ; o r ( 3 ) i n c l u d e d p h e n o m e n a ( e . g . , 
e x o g e n e o u s a r r i v a l s ) i n c o n s i s t e n t w i t h t h e c o n c e p t u a l i z a t i o n o f a 
r e p a i r m a n s y s t e m w i t h s p a r e s . 
M o d e l s w i t h T r a n s i t D e l a y s 
M o d e l C h a r a c t e r i s t i c s 
We n o w c o n s i d e r t h e r e p a i r m a n p r o b l e m w i t h s p a r e s w h i c h i n c l u d e s 
t h e a d d i t i o n a l r a m i f i c a t i o n o f s t o c h a s t i c t i m e d e l a y s i n t r a n s p o r t i n g 
u n i t s t o a n d f r o m t h e s e r v i c e c e n t e r . The m e t h o d o f a t t a c k w i l l i n v o l v e 
t h e a d a p t a t i o n o f c e r t a i n r e s u l t s r e p o r t e d i n t h e l i t e r a t u r e o n c y c l i c 
a n d f i n i t e q u e u e s . 
ft 
I t i s s i g n i f i c a n t i n t h i s c o n t e x t t o n o t e t h a t s e v e r a l n e w 
p a p e r s o n c y c l i c a n d f i n i t e q u e u e s w e r e p u b l i s h e d d u r i n g t h e w r i t i n g o f 
t h i s d i s s e r t a t i o n , w h i l e n o n e w p a p e r s o n r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s 
h a v e a p p e a r e d f o r s e v e r a l y e a r s . 
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M o r e s p e c i f i c a l l y , we s e e k t o e x t e n d t h e m o d e l o f T o f t a n d 
B o o t h r o y d [ 2 4 0 ] t o i n c l u d e s t o c h a s t i c a l l y d i s t r i b u t e d t r a n s i t d e l a y 
t i m e s . The m a c h i n e f a i l u r e a n d s e r v i c e t i m e s a r e a s s u m e d t o b e n e g a t i v e 
e x p o n e n t i a l v a r i a t e s . L e t A b e t h e mean f a i l u r e r a t e a n d 1 / y b e t h e 
mean s e r v i c e t i m e o f a n i n d i v i d u a l m a c h i n e . S u p p o s e t h a t t h e r e a r e c 
s e r v i c e c h a n n e l s ( r e p a i r m e n ) , N w o r k i n g p o s i t i o n s f o r m a c h i n e s , S s p a r e 
m a c h i n e s , a n d a t o t a l o f M = N + S m a c h i n e s i n t h e s y s t e m . L e t 
( n , m ; a , b ) d e n o t e t h e s t a t e o f t h e s y s t e m w h e n t h e r e a r e n m a c h i n e s i n 
t h e w o r k a r e a ( t h o s e w o r k i n g p l u s t h e s p a r e s " q u e u e i n g " f o r a w o r k 
p o s i t i o n ) , m m a c h i n e s i n t h e s e r v i c e c e n t e r ( t h o s e u n d e r g o i n g o r a w a i t ­
i n g r e p a i r ) , a f a i l e d m a c h i n e s i n t r a n s i t t o t h e s e r v i c e c e n t e r , a n d b 
r e p a i r e d m a c h i n e s i n t r a n s i t t o t h e w o r k a r e a . L e t p ( n , m ; a , b ) d e n o t e 
t h e s t a t i o n a r y p r o b a b i l i t y o f t h e s y s t e m b e i n g i n s t a t e ( n , m ; a , b ) . N o t e 
t h a t M = n + m + a + b . 
To b e c o n s i s t e n t w i t h t h e o r i g i n a l m o d e l [ 2 4 0 ] , we r e q u i r e t h a t 
t h e f a i l u r e a n d s e r v i c i n g p h e n o m e n a o p e r a t e i n t h e u s u a l w a y , s p e c i f i ­
c a l l y i n d e p e n d e n t o f t h e b e h a v i o r o f u n i t s i n t r a n s i t . T h a t i s . , t h e 
( c o m b i n e d ) mean r a t e a t w h i c h m a c h i n e s f a i l , A ^ , d e p e n d s o n l y u p o n t h e 
n u m b e r o f m a c h i n e s w o r k i n g a n d n o t u p o n t h e v a l u e s o f m , a , o r b . 
S i m i l a r l y , t h e ( c o m b i n e d ) mean r a t e a t w h i c h m a c h i n e s a r e b e i n g 
r e p a i r e d , y ^ , d e p e n d s o n l y u p o n t h e n u m b e r o f m a c h i n e s i n t h e s e r v i c e 
c e n t e r a n d n o t u p o n t h e v a l u e s o f n , a , o r b . We a l s o a s s u m e t h a t t h e 
t r a n s p o r t a t i o n o f u n i t s t o t h e s e r v i c e c e n t e r i s a n o p e r a t i o n i n d e ­
p e n d e n t o f t h e t r a n s p o r t a t i o n o f u n i t s t o t h e w o r k a r e a , a n d t h a t b o t h 
a r e i n d e p e n d e n t o f t h e f a i l u r e a n d s e r v i c i n g o p e r a t i o n s . 
1 5 4 
F i n a l l y , we s p e c i f y t h e a n d y m f o r t h e c a s e o f i n t e r e s t : 
X = 1 , n = 0 ; ( 2 8 1 ) 
o 
X n = n A , n = l , 2 , 3 , • • • , N ; ( 2 8 2 ) 
A n = N A , n = N , N + l , N + 2 , - • - , M ; ( 2 8 3 ) 
U Q = 1 , m = 0 ; ( 2 8 4 ) 
y m = m y , m = l , 2 , 3 , • • • , c ; ( 2 8 5 ) 
y =. c y , m = c , c + l , c + 2 , • • • , M . ( 2 8 6 ) 
I t i s c l e a r t h a t i n f a c t A = y = 0 . The a b o v e v a l u e s ( 2 8 1 , 2 8 4 ) a r e 
o o 
m e r e l y a n o t a t i o n a l c o n v e n i e n c e t h a t w i l l a l l o w u s t o a v o i d w r i t i n g 
e x t r a e q u a t i o n s f o r t h e s p e c i a l c a s e s w h e n n = 0 a n d / o r m = 0 . 
N e g a t i v e E x p o n e n t i a l T r a n s i t T i m e s 
C o n c e p t u a l i z a t i o n . S u p p o s e t h a t t h e t r a n s f e r t i m e o f a f a i l e d 
u n i t t o t h e s e r v i c e c e n t e r i s a n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l v a r i a t e w i t h mean 
1/ct a n d t h a t t h e t r a n s f e r t i m e o f a r e p a i r e d u n i t t o t h e w o r k a r e a i s a 
n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l v a r i a t e w i t h mean 1 / 3 . T h e n , c o n c e p t u a l l y , t h e 
d e s i r e d m o d e l i s e q u i v a l e n t t o a f o u r - s t a g e c y c l i c q u e u e w i t h z e r o 
t r a n s i t t i m e s a n d m u l t i c h a n n e l n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l s e r v i c i n g a t e a c h 
s t a g e . L e t y . . b e t h e mean s e r v i c e r a t e a t s t a g e i w h e n t h e r e a r e j 
1
 »D 
1 5 5 
u n i t s q u e u e i n g o r b e i n g s e r v i c e d a t s t a g e i . T h e f o u r s t a g e s may t h e n 
b e c h a r a c t e r i z e d a s f o l l o w s : 
Stage 1. The f i r s t s t a g e c o n s i s t s o f N w o r k i n g p o s i t i o n s 
( s e r v e r s ) a n d y1 . = A . ( j = 0 , 1 , 2 , • • • , M ) . The q u e u e a t t h i s s t a g e c o n -
t a i n s s p a r e m a c h i n e s w a i t i n g f o r a w o r k p o s i t i o n . 
Stage 2. The s e c o n d s t a g e h a s M t r a n s p o r t a t i o n d e v i c e s ( s e r v e r s ) 
a n d y0 . = j a ( j = 0 , 1 , 2 , • • • , M ) . T h e r e i s n o q u e u e a t t h i s s t a g e s i n c e 
t h e r e a r e s u f f i c i e n t s e r v e r s t o i m m e d i a t e l y a c c o m m o d a t e e a c h n e w 
a r r i v a l * 
Stage 3. The t h i r d s t a g e CONSISTS o f c SERVERS a n d y Q . = u . 
( j = 0 , 1 , 2 , • • • , M ) . The q u e u e a t t h i s s t a g e c o n s i s t s o f f a i l e d m a c h i n e s 
a w a i t i n g s e r v i c e . 
Stage 4. The f o u r t h s t a g e h a s M t r a n s p o r t a t i o n d e v i c e s ( s e r v e r s ) 
a n d y . = j 3 ( j = 0 , 1 , 2 , • • • , M ) . T h e r e i s n o q u e u e a t t h i s s t a g e s i n c e 
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t h e r e a r e s u f f i c i e n t s e r v e r s t o i m m e d i a t e l y a c c o m m o d a t e e a c h n e w 
a r r i v a l . 
I f t h e s e c o n d a n d f o u r t h s t a g e s a r e e l i m i n a t e d , t h e s y s t e m 
r e d u c e s t o K o e n i g s b e r g ' s t w o - s t a g e c y c l i c q u e u e [ 1 3 9 ] f o r w h i c h e q u i v a ­
l e n c e t o t h e T o f t a n d B o o t h r o y d m o d e l [ 2 4 0 ] w a s d e m o n s t r a t e d e a r l i e r i n 
t h i s c h a p t e r . F u r t h e r , i t c a n b e s e e n t h a t t h e " i m m e d i a t e s e r v i c i n g " 
s e c o n d a n d f o u r t h s t a g e s p r o v i d e p r e c i s e l y t h e d e s i r e d t r a n s i t d e l a y s . 
S t e a d y - S t a t e E q u a t i o n s . To o b t a i n t h e e q u a t i o n s g o v e r n i n g t h e 
s y s t e m , we r e l a t e t h e p r o b a b i l i t y P ( n , m r , a , b ; t + A t ) o f t h e s y s t e m b e i n g 
i n s t a t e ( n , m ; a , b ) a t t i m e t + A t t o v a r i o u s p r o b a b i l i t i e s o f t h e s y s t e m 
b e i n g i n o t h e r s t a t e s a t t i m e t b y c o n s i d e r i n g t h e p o s s i b l e t r a n s i t i o n s 
t h a t c a n o c c u r i n a s m a l l i n c r e m e n t o f t i m e A t . O p e r a t i n g o n t h e s e 
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e q u a t i o n s i n t h e u s u a l w a y , we o b t a i n f i r s t t h e d y n a m i c a n d t h e n t h e 
s t e a d y - s t a t e e q u a t i o n s o f t h e s y s t e m . I t w i l l n o t b e p r o d u c t i v e t o g o 
t h r o u g h t h i s p r o c e d u r e s i n c e we c a n m o r e e a s i l y o b t a i n t h e s t e a d y - s t a t e 
e q u a t i o n s and t h e g e n e r a l f o r m o f t h e i r s o l u t i o n f r o m P e l c z y n s k i ' s 
w o r k [ 1 7 7 ] . 
F o r t h e f i n i t e q u e u e w i t h R i n t e r c o n n e c t e d s t a t i o n s a n d w i t h 
n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l s e r v i n g a t e a c h s t a t i o n , P e l c z y n s k i g a v e t h e e q u a ­
t i o n s 
w h e r e P ( n ^ , ' « « , n ^ ) i s t h e p r o b a b i l i t y t h a t t h e s y s t e m i s i n s t a t e 
( n , • • • ,n_ , ) a n d w h e r e : 
n ^ = n u m b e r o f c u s t o m e r s a t s e r v i c e p o i n t i ; 
= mean s e r v i c e r a t e a t a c o u n t e r a t s e r v i c e p o i n t i ; 
p . . = p r o b a b i l i t y t h a t a c u s t o m e r l e a v i n g s e r v i c e p o i n t i 
i = l 
R 
I ? i ( n i ) n i ( n i ) y i P C n ^ n ^ . - - , 
( 2 8 7 ) 
w i l l b e s e n t t o s e r v i c e p o i n t j ; 
m. 
l 
n u m b e r o f p a r a l l e l c o u n t e r s a t s e r v i c e p o i n t i ; 
M n u m b e r o f c u s t o m e r s i n t h e s y s t e m ; 
q(0) = 0 ; 
W = 1 , ( 2 8 8 ) 
n i ( o ) = 1 ; n . ( n . ) = n . , 0 < n , < m . 
i i i i i 
n . ( n . ) = m i < n i < M ; ( 2 8 9 ) 
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R 
p . . == 0 ; I p . . = 1 . 
r l l r2.1 
: = i 
( 2 9 0 ) 
We n e e d n o t b e c o n c e r n e d w i t h P e l c z y n s k i ' s c h o i c e o f n ^ ( 0 ) = 1 . T h i s 
i s a ( c o m m o n l y u s e d ) n o t a t i o n a l c o n v e n i e n c e t h a t h a s n o a c t u a l e f f e c t 
o n t h e s o l u t i o n . 
T e m p o r a r i l y a d o p t i n g P e l c z y n s k i ' s n o t a t i o n f o r t h e c a s e R = 4 a n d 
l e t t i n g i d e n o t e t h e i t h o f t h e f o u r c y c l i c s t a t i o n s d e f i n e d a b o v e 
( n - m , m - + n 3 , a - > n 2 , b - m ^ ) , we h a v e f o r o u r s y s t e m 
]i1 = A , u 2 = a , y 3 = y , y ^ = 8 ; ( 2 9 1 ) 
m1 = N , m 2 = M , m 3 = c , m = M; ( 2 9 2 ) 
P 1 2 = P 2 3 = P 3 4 = P 4 1 = 1 a n d P i j = ° o t n e r w i s e - ( 2 9 3 > 
S t a t i o n a r y S o l u t i o n . P e l c z y n s k i f o u n d t h a t t h e P ( n ^ , ' « ' , n ^ ) o f 
E q u a t i o n ( 2 8 7 ) h a d t h e g e n e r a l f o r m 
P ( n 1 , - - - , n R ) = 
M 
T T n / D 
i = 0 
R r \ 
a - y n i l 
i = 2 
n . 
I P ( M , 0 , - - . , 0 ) 
( 2 9 4 ) 
n l 
T r n i ( i ) 
< 
R n i 
TT n i ( j ) 
> 
_ i=0 i = 2 
v. 
j = 0 
• J 
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P 1 R 
( 2 9 5 ) 
S u b s t i t u t i n g E q u a t i o n s ( 2 9 3 ) i n t o ( 2 9 5 ) w i t h R = 4 , we h a v e 
a2 = 1 ; ( 2 9 6 ) 
-a2 t d g = 0 ; ( 2 9 7 ) 
- a 3 + a 4 = 0 ; ( 2 9 8 ) 
f r o m w h i c h i t f o l l o w s t h a t 
a2 ~ a3 = a 4 = 1 # ( 2 9 9 ) 
S u b s t i t u t i n g E q u a t i o n s ( 2 9 1 , 2 9 9 ) i n t o ( 2 9 4 ) w i t h R = 4 a n d u s i n g v a r i ­
o u s l y ( 2 8 9 ) a n d ( 2 9 2 ) , we f i n d 
159 
P ( n l 5 n 2 , n 3 , n 4 ) = 
i = 0 
n „ n „ n , 
w 
P ( M , 0 , 0 , 0 ) 
i 0 
n . 
T T n 0 ( i ) 
i = 0 
n , 
T T n . C i ) 
i = 0 
M 
T T n u ( i ) 
i = 0 
A P ( M , 0 , 0 , 0 ) 
i = 0 
n ^ U ) 
( 3 0 0 ) 
n n 2 n 3 n 4 
n 2 ! n !A a y 3 
i = 0 
n 1 ( i ) T T n , ( i ) 
i = 0 
R e v e r t i n g t o t h e o r i g i n a l n o t a t i o n , t h a t i s , l e t t i n g 
P ( n l S n 2 , n 3 , n 4 ) •> p ( n , m ; a , b ) , 
n •> n , r u -> a , n „ -> m , n. , •> b ; 
( 3 0 1 ) 
a n d u s i n g E q u a t i o n s ( 2 8 1 - 2 8 6 , 2 8 9 , 2 9 2 ) , we c a n w r i t e ( 3 0 0 ) i n t h e f o r m 
p ( M , 0 ; 0 , 0 ) 
p ( n , m ; a , b ) = 
i = 0 
a ! b ! a a 3 b 
n m 
T T ^ T T vL 
i=0 _ 
( 3 0 2 ) 
N o t i n g t h a t t h e n u m e r a t o r i n ( 3 0 2 ) i s a c o n s t a n t w h i c h d e p e n d s 
o n l y o n t h e s y s t e m p a r a m e t e r s a n d w h i c h i s t o b e e v a l u a t e d u s i n g t h e 
n o r m a l i z i n g c o n d i t i o n 
1 6 0 
M M-n M - n - m 
1 1 1 p ( n , m ; a , b ) = 1 , w i t h 
n = 0 m=0 a = 0 
( 3 0 3 ) 
b = M - n - m - a ; ( 3 0 4 ) 
we c a n r e p l a c e i t w i t h a n a l s o u n k n o w n c o n s t a n t t e r m C q w i t h o u t a n y l o s s 
o f v a l i d i t y i n r e p r e s e n t a t i o n . D o i n g s o , we o b t a i n 
a „ b p(n,m;a,b) = C ^ n ^ C n O / E a l b !a | T ] , ( 3 0 5 ) 
w h e r e ( f o r r e a s o n s t o b e made c l e a r i n t h e n e x t s e c t i o n ) we h a v e made 
t h e a d d i t i o n a l s u b s t i t u t i o n s 




- 1 - 1 
( 3 0 6 ) 
B , 2 ( m ) = 
m 
- r r - 1 
i = 0 
( 3 0 7 ) 
As a p a r t i a l c h e c k o n o u r c a l c u l a t i o n s , we m i g h t n o t e t h a t f o r t h e 
t r i v i a l c a s e N = c = 1 , E q u a t i o n ( 3 0 5 ) a g r e e s w i t h a r e s u l t d e d u c i b l e 
f r o m B e n s o n a n d G r e g o r y ' s w o r k [ 1 4 ] . 
To e v a l u a t e C , we s u b s t i t u t e ( 3 Q 5 ) i n t o ( 3 0 3 ) t o f i n d 
o 
B e n s o n a n d G r e g o r y s t u d i e d a p r o b l e m i n v o l v i n g n e g a t i v e -
e x p o n e n t i a l l y d i s t r i b u t e d t r a n s i t t i m e s b e t w e e n s t a g e s o f a k - s t a g e 
c y c l i c q u e u e . H o w e v e r , t h e i r r e s u l t s w e r e l i m i t e d t o t h e c a s e o f 
s i n g l e - s e r v e r s t a g e s a n d w e r e c o m p l i c a t e d b y t h e i n c l u s i o n o f e x o g e n o u s 
a r r i v a l s a t e a c h s t a g e . 
1 6 1 
M M-n M - n - m , 
1 = 1 I I [ C B ( n ) B 2 ( m ) / ( a ! b ! a Y ) j 
n = 0 m=0 a=0 ° 
M M-n M - n - m
 t . < a / L / 0 V 
C I I B l ( „ ) B , W I ( l M < t i m ) 1 , 
° n = 0 m=0 1 2 a ! ( M - n - m - a ) ! 
M - n - m , ,
 x a / „ , „ x M - n - m - a 
I 
a = 0 
M M-n B 1 ( n ) B 2 ( m ) M - n - m 
Cr, I I ( M - n - m ) ! £ 
n = 0 m=0 a=0 
M - n - m f "\ 
1 




M - n - m - a 
M M-n B _ ( n ) B n ( m ) t. M - n - m 
c V V 1 2 i + i 
o ^ ( M - n - m ) ! l a 3 
n = 0 m=0 v 
( 3 0 8 ) 
The l a s t s t e p w a s a c c o m p l i s h e d w i t h t h e a i d o f t h e b i n o m i a l i d e n t i t y , 
I 
i = 0 W 
K i K - i
 ( vK 
x y = ( x + y ) . ( 3 0 9 ) 
H e n c e , we h a v e t h e s i m p l e r f o r m f o r C q , 
C = 
o 
I Y B ( n ) B ( m ) ( o " 1 + 8 ' 1 ) M ' n " , n / ( M - i i - i n ) ! 
n = 0 m=0 
- 1 
( 3 1 0 ) 
M a r g i n a l D i s t r i b u t i o n o f U n i t s a t S t a g e s 1 a n d 3 . L e t p n m 
d e n o t e t h e m a r g i n a l j o i n t d i s t r i b u t i o n o f t h e r e b e i n g n u n i t s i n t h e 
w o r k i n g a r e a a n d m u n i t s i n t h e s e r v i c e c e n t e r . T h e n , 
M - n - m 
p = T p ( n , m ; a , b ) 
n ,m a==0 
M - n - m a „ b 
T C B ( n ) B _ ( m ) / [ a ! b ! a 3 ] 
L
n o 1 2 
a=0 
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C B n ( n ) B 0 ( m ) M - n - m o 1 2
 l 
( M - n - m ) ! 
a=0 






M - n - m - a 
C B _ ( n ) B 0 ( m ) ( a 1 + 3 " 1 ) M " n " m / ( M - n - m ) ! , 
o 1 z 
( 3 1 1 ) 
w h e r e a g a i n t h e b i n o m i a l i d e n t i t y h a s b e e n u s e d . I t i s i n t e r e s t i n g t o 
n o t e t h a t t h e d i s t r i b u t i o n d e p e n d s o n t h e total d e l a y t i m e o f a u n i t i n 
one c o m p l e t e c i r c u i t o f t h e s y s t e m a n d n o t o n t h e i n d i v i d u a l d e l a y t i m e s 
a t e a c h o f s t a g e s 2 a n d 4 . 
C o n d i t i o n a l D i s t r i b u t i o n o f U n i t s i n T r a n s i t . L e t q ( a | n , m ) 
d e n o t e t h e c o n d i t i o n a l p r o b a b i l i t y o f t h e r e b e i n g a u n i t s i n t r a n s i t t o 
t h e s e r v i c e c e n t e r ( a n d h e n c e M - n - m - a u n i t s i n t r a n s i t t o t h e w o r k 
a r e a ) . T h e n , 
q ( a | n , m ) = p ( n , m ; a , b ) / p 
n ,m 
C B . ( n ) B 0 ( m ) / [ a ! b ! a a 3 b ] 
O 1 2. 
C B , ( n ) B 0 ( m ) ( a _ 1 + 3 " 1 ) M " n " m / ( M - n - m ) ! 
O 1 2. 
• \ ( - 1 v a , 0 - L X M - n - m - a M - n - m | ( a ) (3 ) 
a / - 1 , _ - l x M - n - m ( a +3 ) 
( 3 1 2 ) 
F u r t h e r , t h e e x p e c t e d v a l u e o f a f o r g i v e n n , m i s 
M - n - m 
a = J a q ( a | n , m ) 
a=0 
= [ ( a - 1 t 3 - 1 ) M " n - m r 1 I 
a=0 
M - n - m ( M - n - m 
a 
/ - l x a , 0 - l x M - n - m - a a ( a ) (3 ) ( 3 1 3 ) 
1 6 3 
To e v a l u a t e t h e sum i n ( 3 1 3 ) , we f i r s t o b s e r v e t h a t 
K
 M , i . K - i 
. 1 
i = 0 
i x y 1 = x I 
i = l 
. i - l K - i 
i x y 




i = l 
I 
i K - i 
x y 
d
 r , vK K-, 
= x
 dx" [ ( x + y } - y ^ 
= K x ( x + y ) K 1 , ( 3 1 4 ) 
w h e n u s e i s made o f t h e b i n o m i a l i d e n t i t y ( 3 0 9 ) . A p p l y i n g ( 3 1 4 ) t o 
( 3 1 3 ) , we f i n d 
rt - 1 , o - l N M - n - m - , - 1 , , . x
 t . w - 1 0 - l s M - n - m - l 
a = [ ( a +3 ) ] ( M - n - m ) ( 1 / a ) ( a +3 ) ( 3 1 5 ) 
o r 
a = ( M - n - m ) a " 1 / ( a " 1 + 3 " 1 ) . ( 3 1 6 ) 
By s y m m e t r y , o r u s i n g ( 3 0 4 ) , we h a v e a l s o 
b = ( M - n - m ) 8 " 1 / ( a " 1 + 3 " 1 ) . ( 3 1 7 ) 
E q u a t i o n s ( 3 1 6 - 3 1 7 ) s h o u l d h a v e b e e n a n t i c i p a t e d o n i n t u i t i v e g r o u n d s . 
G e n e r a l l y D i s t r i b u t e d T r a n s i t T i m e s 
I n t h i s s u b s e c t i o n , we i n d i c a t e h o w p r o b l e m s i n v o l v i n g m o r e 
g e n e r a l l y d i s t r i b u t e d t r a n s i t d e l a y s may b e a p p r o a c h e d . R e t a i n t h e 
1 6 4 
m e a n i n g o f t h e s y m b o l s n , m 9 a , b , N , c , M a s d e f i n e d i n g e n e r a l f o r 
t h i s s e c t i o n on t r a n s i t d e l a y s . I d e n t i f y s t a g e 1 a s t h e w o r k i n g a r e a 
w i t h mean f a i l u r e r a t e s X^ g i v e n b y E q u a t i o n s ( 2 8 1 - 2 8 3 ) . I d e n t i f y s t a g e 
2 a s t h e s e r v i c e c e n t e r w i t h mean r e p a i r r a t e s y m g i v e n b y E q u a t i o n s 
( 2 8 4 - 2 8 6 ) . L e t g ^ x ) b e t h e p r o b a b i l i t y d e n s i t y f u n c t i o n , G ^ x ) b e t h e 
c u m u l a t i v e d i s t r i b u t i o n f u n c t i o n , a n d b e t h e a v e r a g e v a l u e o f t h e 
t r a n s i t t i m e x f r o m t h e w o r k i n g a r e a t o t h e s e r v i c e c e n t e r . L e t g 2 ( y ) , 
G 2 ( y ) , a n d H 2 b e t h e a n a l o g o u s q u a n t i t i e s f o r t h e t r a n s i t t i m e y f r o m 
t h e s e r v i c e c e n t e r t o t h e w o r k i n g a r e a . F i n a l l y , l e t x ^ a n d y ^ b e 
v e c t o r a b b r e v i a t i o n s f o r t h e e l a p s e d t r a n s i t t i m e s x _ , x 0 , x „ , • • • , x a n d 
1 2 o a 
y 1 , y 2 , y 3 , • • • , y ^ o f t h e a u n i t s t r a v e l i n g f r o m s t a g e 1 t o s t a g e 2 a n d 
o f t h e b u n i t s t r a v e l i n g f r o m s t a g e 2 t o s t a g e 1 , r e s p e c t i v e l y . T h e n , 
a d a p t i n g a r e s u l t o b t a i n e d b y P o s n e r a n d B e r n h o l t z [ 1 8 0 ] , we c a n w r i t e 
t h e s t a t i o n a r y s t a t e - p r o b a b i l i t i e s i n t h e f o r m 
P n ,m ,a . b ( i f a ' 5 b ) = ' ^ B ^ T T [ l - G ^ x , ) ] ^ [ l - G ^ n f , ( 3 1 8 ) 
w h e r e B ^ ( n ) a n d B 2 ( m ) a r e a g a i n d e f i n e d b y E q u a t i o n s ( 3 0 6 - 3 0 7 ) ; w h e r e 
G n ( x ) = 0 , G 0 ( y ) = 0 ( 3 1 9 ) 1 O 2 J O 
a s a n o t a t i o n a l c o n v e n i e n c e ; a n d w h e r e t h e n o r m a l i z i n g c o n s t a n t C i s 
g i v e n b y 
C = 
M M-n 
I I B 1 ( n ) B 2 ( m ) ( H 1 + H 2 ) M " n - m / ( M - n - m ) ! 
n = 0 m=0 
( 3 2 0 ) 
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F o r t h e m a r g i n a l j o i n t p r o b a b i l i t y o f n m a c h i n e s a t s t a g e 1 a n d m 
m a c h i n e s a t s t a g e 2 , i t f o l l o w s f r o m P o s n e r a n d B e r n h o l t z t h a t 
p = C B 1 ( n ) B 0 ( m ) ( H . t H j M " n " i n / ( M - n - m ) ! . r n , m 1 2 . 1 2 ( 3 2 1 ) 
A P r o b l e m i n S e r v i c i n g A i r c r a f t E n g i n e s 
D e s c r i p t i o n 
The s y s t e m i n w h i c h a i r c r a f t e n g i n e s a r e m a i n t a i n e d b y t h e c o m ­
m e r c i a l a i r l i n e s i s s h o w n i n F i g u r e 1 0 . 
I N S T A L L E D ENGINES 
A C T I V E L Y ENGAGED I N 
THE F L Y I N G PROGRAM 
SERVICEABLE 
SPARES I N 
STORAGE 
S e r v i c e a b l e 
E n g i n e s 
ENGINES I N 
HOSPITAL 
MAINTENANCE 
R e m o v e d 
E n g i n e s 
INSPECTION 
ENGINES I N 
MAJOR OVERHAUL 
MAINTENANCE 
F i g u r e 1 0 . The C o m m e r c i a l A i r l i n e s ' " E n g i n e P i p e l i n e " 
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The m o s t d i s t i n g u i s h i n g c h a r a c t e r i s t i c o f s y s t e m f l o w i s t h e " m a x i m u m 
t i m e r u l e " f o r o p e r a t i o n o f a n e n g i n e . G o v e r n m e n t r e g u l a t i o n s r e q u i r e 
t h a t e n g i n e s n o t b e o p e r a t e d a t i m e l o n g e r t h a n a s p e c i f i e d , f i x e d 
m a x i m u m t i m e T s i n c e t h e i r l a s t m a j o r o v e r h a u l . ( S e e F i g u r e 1 1 . ) 
MAJOR OVERHAUL 
( o r NEW E N G I N E ) 
TSO=0 










TSO = O p e r a t i n g T i m e S i n c e 
L a s t M a j o r O v e r h a u l 
T = M a x i m u m A l l o w e d TSO 
F i g u r e 1 1 . M e a s u r e m e n t o f A i r c r a f t E n g i n e Age 
T h u s , t h e f a i l u r e c h a r a c t e r i s t i c s o f a n e n g i n e a r e g e n e r a l l y s p e c i f i e d 
i n t e r m s o f t h e t i m e s i n c e o v e r h a u l ( T S O ) . I t i s t o b e e x p e c t e d t h a t 
1 6 7 
t h e f a i l u r e c h a r a c t e r i s t i c s o f e n g i n e s w i l l b e a f u n c t i o n o f t h e i r t o t a l 
A 
m a i n t e n a n c e h i s t o r y . H o w e v e r , a s H i n e s a n d M o d e r [ 8 5 ] h a v e s h o w n , 
m e a n i n g f u l f a i l u r e - t i m e d e n s i t y f u n c t i o n s f o r o v e r h a u l r e m o v a l s a n d 
h o s p i t a l r e m o v a l s c a n b e b a s e d on t h e c u r r e n t TSO a l o n e . 
The M o d e l 
I n o r d e r t o i n v e s t i g a t e t h i s p r o b l e m w i t h o u r c u r r e n t a n a l y t i c a l 
r e s o u r c e s , i t w i l l b e n e c e s s a r y t o make s e v e r a l s i m p l i f y i n g a s s u m p t i o n s . 
F i r s t , we a s s u m e t h a t t h e s y s t e m c a n b e r e t i c u l a t e d i n t o t h r e e i n d e ­
p e n d e n t s e c t i o n s b e t w e e n w h i c h i n s t a n t a n e o u s t r a n s f e r s t a k e p l a c e , a s 
s h o w n i n F i g u r e 1 2 . S e c o n d , we a s s u m e t h a t t h e t i m e t o f a i l u r e o f a n 
i n s t a l l e d e n g i n e d e p e n d s o n l y o n t h e l e n g t h o f t i m e i t h a s b e e n 
i n s t a l l e d a n d n o t o n t h e l a s t t y p e o f s e r v i c e r e c e i v e d . T h i r d , we 
a s s u m e t h a t t h e ( i n s t a n t a n e o u s ) i n s p e c t i o n o p e r a t i o n r e s u l t s i n s e n d i n g 
a f r a c t i o n p ( 0 < p < l ) o f t h e f a i l e d m a c h i n e s t o s t a t i o n 2 ( h o s p i t a l 
m a i n t e n a n c e ) a n d t h e r e m a i n d e r t o s t a t i o n 3 ( o v e r h a u l m a i n t e n a n c e ) . 
F i n a l l y , we a s s u m e t h a t o p e r a t i o n s a t e a c h o f t h e t h r e e s t a t i o n s a r e 
s u c h t h a t e a c h may b e c h a r a c t e r i z e d a s a M|M|C q u e u e i n g s y s t e m . 
S u p p o s e t h e r e a r e N o p e r a t i n g p o s i t i o n s f o r m a c h i n e s a n d a t o t a l 
o f M (M^N) m a c h i n e s i n t h e s y s t e m . L e t n_. ( j = l , 2 , 3 ) d e n o t e t h e n u m b e r 
o f u n i t s i n s t a t i o n j a n d l e t p ( n j ^ ^ n ^ ) b e t h e s t a t i o n a r y p r o b a b i l i t y 
o f t h e r e b e i n g n . , n Q , n ^ u n i t s i n s t a t i o n s 1 , 2 , 3 , r e s p e c t i v e l y . 
I t i s , i n f a c t , s t a n d a r d p r a c t i c e i n t h e c o m m e r c i a l a i r l i n e 
i n d u s t r y t o k e e p r e c o r d s o f aZZ m a i n t e n a n c e p e r f o r m e d o n e a c h e n g i n e . 
A A 
See H i n e s a n d M o d e r ' s p a p e r [ 8 5 ] f o r a m o r e t h o r o u g h d i s c u s s i o n 
o f t h e a i r c r a f t e n g i n e m a i n t e n a n c e p r o b l e m . 
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I N S T A L L E D 
ENGINES 
S t a t i o n 1 
N p o s i t i o n s 
( t h e q u e u e ) 
SPARES I N 
STORAGE 
INSPECTION 
( i n s t a n t a n e o u s ) 
s e r v e r s 
( q ^ u e u e _ n o t _ s h o w n ) 
S t a t i o n 2 
ENGINES I N 
HOSPITAL 
SERVICE CENTER 
ENGINES I N 
OVERHAUL 
SERVICE CENTER 
S t a t i o n 3 
( 1 - p ) 
C g c h a n n e l s 
( q u e u e n o t s h o w n ) 
F i g u r e 1 2 . F i n i t e - Q u e u e M o d e l f o r A i r c r a f t E n g i n e P r o b l e m 
L e t X b e t h e mean f a i l u r e r a t e o f a n i n d i v i d u a l m a c h i n e . L e t a . 
( j = 2 , 3 ) b e t h e mean s e r v i c e r a t e o f a n i n d i v i d u a l c h a n n e l a n d c.. t h e 
n u m b e r o f c h a n n e l s a t s e r v i c e c e n t e r j . D e n o t e b y X , a0 , a q , 
n i ' n 2 3 
t h e mean " s e r v i c e " r a t e s w h e n t h e r e a r e n ^ , , n ^ a t s t a t i o n s 1 , 2 , 3 , 
r e s p e c t i v e l y . 
The mean s e r v i c e r a t e s a r e 
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X = 1 , n = 0 ; ( 3 2 2 ) 
o 1 
X = n X , n = 1 , 2 , 3 , - - - , N ; ( 3 2 3 ) 
1 1 . 
X = N X , n = N , N + l , N + 2 , • • • , M ; ( 3 2 4 ) 
n ^ 1 ' ' ' 
a 2 Q > 1 , n 2 = 0 ; ( 3 2 5 ) 
a 2 , n = n 2 a 2 s n 2 = l , 2 , 3 , • • • , c 2 ; ( 3 2 6 ) 
a 2 n = c 2 a 2 ' n 2 = c 2 , c 2 + l , c 2 + 2 , • • • , M ; ( 3 2 7 ) 
a 3 0 = 1 , n 3 = 0 ( 3 2 8 ) 
a 3 , n q = N 3 V n 3 = l , 2 , 3 , . . - , c 3 ; ( 3 2 9 ) 
a 3 , n = c 3 a 3 ' n 3 = c 3 ' c 3 + 1 ' c 3 + 2 ' - ' - > M ; ( 3 3 0 ) 
3 * 
w h e r e t h e c o n v e n t i o n X = a~ = a „ = 1 i s a n o t a t i o n a l c o n v e n i e n c e . 
o 2 , o 3 , o 
The m o d e l i s t h u s a finite queueing model o f t h e t y p e s t u d i e d b y 
P e l c z y n s k i [ 1 7 7 ] . The s t e a d y s t a t e e q u a t i o n s a r e g i v e n b y (2 8 7 ) f o r 
R = 3 a n d 
y-L = X, m2 = a 2 , y 3 = a g ; ( 3 3 1 ) 
m1 = N , m 2 = c 2 , m 3 = c g ; ( 3 3 2 ) 
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[ p . . ] = 
1 J 
0 p ( l - p ) 
1 0 0 
1 0 0 
( 3 3 3 ) 
A c c o r d i n g l y , E q u a t i o n ( 2 9 5 ) t a k e s t h e f o r m 
1 0 \ P 
9 1 
J " 3 
1-p 
( 3 3 4 ) 
s o t h a t 
a0 = p , a q = 1 - p ( 3 3 5 ) 
S u b s t i t u t i n g t h e s e v a l u e s i n t o E q u a t i o n ( 2 9 4 ) y i e l d s t h e s t a ­
t i o n a r y s o l u t i o n 
P ^ n 1 > n 2 > n 3 ^ = 
M 
T T N . U ) 
i = 0 x 
r~ n _ 
(
 O 2 F ( i ^ ) X L 
n 3 ^ 
p ( M , 0 , 0 ) 
T " n x ( i ) 
i = 0 * 
T N , ( I ) 
i = 0 
T T N Q ( I ) 
1 = 0 
T T A n n ( i ) 
i = 0 
n 2 n 3 
p ( i - p ) p ( M , 0 , 0 ) 
n . 
i = 0 
n . 
T T o t 2 n 2 ( i ) 
i = 0 
I R O T 3 N 3 ( I ) 
i = 0 
1 7 1 
M 
TT * i 
_ i = 0 _ 
n 2 n 3 
p ( 1 - p ) p ( M , 0 , 0 ) 
"
n i 
i = 0 II <* 2 i i = 0 4 , 1 
( 3 3 6 ) 
W r i t i n g 
- T - l 
i = 0 i 
( 3 3 7 ) 




i = o ~ j , i | 
- i - i 
, 3 = 2 , 3 ; ( 3 3 8 ) 
a n d u s i n g a s i n g l e c o n s t a n t C Q t o r e p l a c e a l l o f t h e c o n s t a n t t e r m s i n 
( 3 3 6 ) , t h e s o l u t i o n c a n b e w r i t t e n i n t h e m o r e c o m p a c t f o r m 
n 2 , ; , n 3 
p ( n 1 , n 2 , n 3 > = C o p " ( 1 - p ) B 1 ( n 1 ) B 2 ( n 2 ) B 3 ( n 3 ) . ( 3 3 9 ) 
The c o n s t a n t C i s t o b e o b t a i n e d f r o m t h e n o r m a l i z i n g c o n d i t i o n 
o 
M M ' n i . 
I I p ( n 1 , n 2 , M - n 1 - n 2 ) = 1 , ( 3 4 0 ) 
n x = 0 n 2 = 0 
w h i c h r e f l e c t s t h e e q u a l i t y 
= n1 + n 2 + n 3 . ( 3 4 1 ) 
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CHAPTER V 
MODELS WITH CHI-SQUARE SERVICE TIME g l g T R I B U T I O N S 
I n t r o d u e t i o n 
M o d e l s f o r t w o b a s i c t y p e s o f r e p a i r m a n s y s t e m s w i t h s p a r e s w i l l 
b e d e v e l o p e d i n t h i s c h a p t e r . The m o d e l s a r e c h a r a c t e r i z e d a s h a v i n g 
n e g a t i v e e x p o n e n t i a l m a c h i n e f a i l u r e - t i m e d i s t r i b u t i o n s , s c a l e - m o d i f i e d 
c h i - s q u a r e m a c h i n e s e r v i c e - t i m e d i s t r i b u t i o n s , a n d a single s e r v e r . A 
l a t e r s e c t i o n o f t h e c h a p t e r w i l l c o n s i d e r ( q u a l i t a t i v e l y ) e x t e n s i o n 
o f t h e m e t h o d e m p l o y e d t o m o d e l s h a v i n g c h i - s q u a r e f a i l u r e - t i m e d i s t r i ­
b u t i o n s , c h i - s q u a r e s e r v i c e - t i m e d i s t r i b u t i o n s , a n d / o r m u l t i p l e s e r v e r s . 
C h i - S q u a r e S e r v i c e T i m e D i s t r i b u t i o n s 
I n C h a p t e r I V , a n a l y s i s w a s c o n f i n e d t o p r o b l e m s w i t h s e r v i c e 
t i m e s f o l l o w i n g t h e o n e - p a r a m e t e r ( y ) n e g a t i v e e x p o n e n t i a l d i s t r i b u t i o n . 
I n t h e p r e s e n t c h a p t e r , we w i l l c o n s i d e r a b l y b r o a d e n t h e s c o p e o f 
p o t e n t i a l a p p l i c a t i o n s o f r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s b y d e v e l o p i n g 
m o d e l s w i t h s e r v i c e t i m e s f o l l o w i n g a t w o - p a r a m e t e r ( y . , J ) p r o b a b i l i t y 
d i s t r i b u t i o n , v i z . , 
f j ( t ) = t J - l e ' J u t , 0 < t < » , ( 3 4 2 ) 
w h e r e y i s a p o s i t i v e r e a l c o n s t a n t a n d J i s a p o s i t i v e i n t e g e r . The 
d i s t r i b u t i o n ( 3 4 2 ) i s s o m e t i m e s r e f e r r e d t o a s t h e "Jth E r l a n g 
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d i s t r i b u t i o n . " The s u b s t i t u t i o n y ' = J y i n ( 3 4 2 ) w i l l r e s u l t i n t h e 
f a m i l i a r c h i - s q u a r e d i s t r i b u t i o n w i t h e v e n d e g r e e s o f f r e e d o m . M o r e 
s p e c i f i c a l l y , 2 y ' t i s c h i - s q u a r e d i s t r i b u t e d w i t h 2 J d e g r e e s o f f r e e d o m . 
A c c o r d i n g l y , t h e d i s t r i b u t i o n ( 3 4 2 ) may b e r e g a r d e d a s b e i n g a s c a l e -
* 
m o d i f i e d c h i - s q u a r e d e n s i t y f u n c t i o n w i t h e v e n d e g r e e s o f f r e e d o m . 
The s e t o f f u n c t i o n s ( J = l , 2 , 3 , ' ' ' ) h a v e a n u m b e r o f i n t e r e s t i n g 
p r o p e r t i e s . F o r e x a m p l e , i n e a c h c a s e , t h e mean s e r v i c e t i m e t i s 
t j . = 1 / y , J = l , 2 , 3 , - " , ( 3 4 3 ) 
i n d e p e n d e n t o f J . The mode x T a n d - v a r i a n c e V T a r e 
J J 
Tj = ( J - l ) / ( y J ) , J = l , 2 , 3 , - - - ; ( 3 4 4 ) 
a n d 
Vj = l / ( J y 2 ) , J = l , 2 , 3 , - " . ( 3 4 5 ) 
When J = 1 , t h e f u n c t i o n ( 3 4 2 ) r e d u c e s t o t h e n e g a t i v e e x p o n e n t i a l 
d i s t r i b u t i o n . When J - * 3 0 i n E q u a t i o n s ( 3 4 3 - 3 4 5 ) , we h a v e 
t = T = 1 / y a n d v = 0 , ( 3 4 6 ) 
00 00 00 ' 
w h i c h c a n b e i d e n t i f i e d a s t h e c a s e o f c o n s t a n t s e r v i c e t i m e s o f l e n g t h 
1 / y . 
I t i s a l s o k n o w n v a r i o u s l y a s a P e a r s o n T y p e I I I d i s t r i b u t i o n 
o r gamma d i s t r i b u t i o n . 
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A v e r y u s e f u l p r o p e r t y o f t h e d i s t r i b u t i o n ( 3 4 2 ) s t e m s f r o m i t s 
r e l a t i o n s h i p w i t h t h e n e g a t i v e e x p o n e n t i a l d i s t r i b u t i o n . I t i s a w e l l -
k n o w n f a c t ( s e e , e . g . , [ 5 3 ] , p . 1 0 ) t h a t , i f J i n d e p e n d e n t r a n d o m v a r i ­
a b l e s t ^ j t g j t g , • • • , t j e a c h f o l l o w t h e same n e g a t i v e e x p o n e n t i a l d i s t r i ­
b u t i o n w i t h mean l / ( J y ) , t h e sum t = t ^ + t ^ + t ^ + • • • + t j h a s t h e d i s ­
t r i b u t i o n ( 3 4 2 ) w i t h mean 1 / y . T h u s , s e r v i c e t i m e s w h i c h f o l l o w t h e 
d i s t r i b u t i o n ( 3 4 2 ) may b e t h o u g h t o f a s o c c u r r i n g i n J s u c c e s s i v e , 
i d e n t i c a l s t e p s ( p h a s e s ) , e a c h s t e p r e q u i r i n g a n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l l y 
d i s t r i b u t e d e x e c u t i o n t i m e w i t h mean l / ( J y ) . 
Two M o d e l T y p e s o f I n t e r e s t 
As i n p r e v i o u s c h a p t e r s , we d i s t i n g u i s h b e t w e e n t w o b a s i c 
o p e r a t i n g p o l i c i e s f o r r e p a i r m a n s y s t e m s w i t h s p a r e s . L e t N d e n o t e t h e 
n u m b e r o f w o r k i n g p o s i t i o n s f o r m a c h i n e s a n d l e t S d e n o t e t h e n u m b e r o f 
s p a r e m a c h i n e s i n t h e s y s t e m . I t i s a p p a r e n t t h a t w h e n S + l m a c h i n e s 
a r e i n t h e s e r v i c e f a c i l i t y , i t i s n o l o n g e r p o s s i b l e t o o p e r a t e t h e 
s y s t e m a t i t s m a x i m u m l e v e l o f N w o r k i n g m a c h i n e s . T h e r e a r e a c c o r d i n g ­
l y t w o c a s e s o f i n t e r e s t : 
Case I. A l l m a c h i n e s s t o p o p e r a t i n g u n t i l s e r v i c i n g c a n r e s t o r e 
t h e n u m b e r o f o p e r a t i v e m a c h i n e s t o N . 
Case II. A n u m b e r o f m a c h i n e s l e s s t h a n N c o n t i n u e s t o o p e r a t e . 
I n t h i s c h a p t e r , we w i l l r e f e r t o a m o d e l a s b e i n g o f T y p e I 
( T y p e I I ) i f i t i n c o r p o r a t e s a C a s e I ( C a s e I I ) o p e r a t i n g p o l i c y . I n 
p a r t i c u l a r , i t i s n o t e d t h a t T a y l o r a n d J a c k s o n ' s m o d e l [ 2 3 2 ] i s T y p e 
I , w h i l e T o f t a n d B o o t h r o y d ' s m o d e l [ 2 4 0 ] i s T y p e I I . 
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The T y p e I M o d e l w i t h C h i - S q u a r e S e r v i c i n g 
D e s c r i p t i o n o f t h e M o d e l 
I n t h i s s e c t i o n , a m o d e l w i l l b e d e r i v e d f o r t h e T y p e I r e p a i r ­
man s y s t e m w i t h s p a r e s i n w h i c h : ( a ) t h e m a c h i n e f a i l u r e t i m e s f o l l o w 
E q u a t i o n ( 2 ) , a n e g a t i v e e x p o n e n t i a l d i s t r i b u t i o n w i t h mean 1 / A ; 
( b ) t h e m a c h i n e s e r v i c e t i m e s f o l l o w E q u a t i o n ( 3 4 2 ) , a s c a l e - m o d i f i e d 
c h i - s q u a r e d i s t r i b u t i o n w i t h 2 J d e g r e e s o f f r e e d o m a n d mean 1 / y ; a n d 
( c ) t h e r e a r e N w o r k i n g p o s i t i o n s f o r m a c h i n e s , N + S m a c h i n e s t o t a l , 
a n d a s i n g l e s e r v e r . 
L e t S n d e n o t e t h e s t a t e o f t h e s y s t e m ; A n , t h e ( c o m b i n e d ) mean 
r a t e a t w h i c h m a c h i n e s a r e f a i l i n g ; a n d y n , t h e mean r a t e a t w h i c h a 
f a i l e d m a c h i n e i s b e i n g r e p a i r e d w h e n t h e r e a r e n ( n = 0 , 1 , 2 , • • • , S + l ) 
f a i l e d m a c h i n e s i n t h e s y s t e m . L e t P n ( " t ) a n d p n d e n o t e t h e d y n a m i c a n d 
s t a t i o n a r y p r o b a b i l i t i e s , r e s p e c t i v e l y , t h a t t h e s y s t e m i s i n s t a t e S^. 
The A n a n d y n a r e t h e same a s f o r T a y l o r a n d J a c k s o n ' s s i n g l e -
s e r v e r m o d e l , t h a t i s , a s g i v e n b y E q u a t i o n s ( 4 0 ) w i t h c = 1 . U n f o r ­
t u n a t e l y i n t h i s c a s e , d u e t o t h e c o m p l e x i t y o f t h e s e r v i c i n g p h e n o m e ­
n o n , i t i s c l e a r t h a t t h e p r o c e s s o f s t a t e t r a n s i t i o n s S . S . d o e s n o t 
f o r m a M a r k o v c h a i n . H o w e v e r , i f we make u s e o f o n e o f t h e p r o p e r t i e s 
o f t h e d i s t r i b u t i o n ( 3 4 2 ) d i s c u s s e d a b o v e b y c o n s i d e r i n g a s e r v i c e t o 
c o n s i s t o f J i n t e r n a l p h a s e s , e a c h h a v i n g a n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l l y d i s ­
t r i b u t e d e x e c u t i o n w i t h mean l / ( J y ) , a n d p a r t i t i o n e a c h o f t h e s t a t e s 
5 n a c c o r d i n g l y , we o b t a i n a n e q u i v a l e n t e l e m e n t a r y M a r k o v p r o c e s s . 
T h i s s c h e m e , t h e s o - c a l l e d " m e t h o d o f s u c c e s s i v e s t a g e s , " i s a 
c o m m o n l y u s e d d e v i c e i n i n v e s t i g a t i o n s o f q u e u e i n g p r o b l e m s i n v o l v i n g 
c h i - s q u a r e d i s t r i b u t i o n s . ( S e e , e . g . , [ 4 0 ] , § 5 . 2 ; [ 1 5 9 ] , passim.) 
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D e f i n e S , X , a n d y a s b e f o r e . , L e t S . d e n o t e t h e s t a t e o f 
o o o n , 2 
t h e s y s t e m ; X . , t h e ( c o m b i . n e d ) mean r a t e a t w h i c h m a c h i n e s a r e f a i l -
n
»1 
i n g ; a n d y . , t h e mean r a t e a t w h i c h a f a i l e d m a c h i n e i s b e i n g 
p r o c e s s e d t h r o u g h t h e j t h p h a s e o f s e r v i c e w h e n t h e r e a r e n ( n = l , 2 , 3 , 
• • • , S + 1 ) f a i l e d m a c h i n e s i n t h e s y s t e m and t h e u n i t b e i n g s e r v i c e d i s 
i n p h a s e j ( j = l , 2 , 3 , • • • , J ) o f t h a t s e r v i c e , T h e n , 
X o = N X » u o = ° » n = 0 » 
X n -i = N X j u n -i = J v » n = l , 2 , 3 , - - - , S a n d j = l , 2 , 3 , • • • , J ; \> ( 3 4 7 ) 
x s + i , j = °» u s + i , j = J y ' n = s + 1 a n d : i = i > 2 , 3 , • • • , J . 
The p r o c e s s o f t r a n s i t i o n s .among t h e s t a t e s S a n d t h e S . i s s e e n t o 
o n , : 
b e a s i m p l e M a r k o v p r o c e s s o f t h e t y p e s t u d i e d p r e v i o u s l y . F u r t h e r , 
s i n c e t h e t r a n s i t i o n t i m e s b e t w e e n s t a t e s a r e a l l n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l 
v a r i a t e s , we c a n f o l l o w t h e u s u a l p r o c e d u r e s f o r P o i s s o n q u e u e s i n 
f o r m u l a t i n g t h e e q u a t i o n s o f s t a t e . 
F o r m u l a t i o n o f E q u a t i o n s 
We u s e a n a p p r o a c h a n a l o g o u s t o t h a t o u t l i n e d i n C h a p t e r I f o r 
t h e g e n e r a l b i r t h - a n d - d e a t h m o d e l . A t t e n t i o n f o c u s e s o n t h e p o s s i b l e 
h a p p e n i n g s i n a s m a l l i n t e r v a l o f t i m e A t . I f t h e p h a s e s a r e n u m b e r e d 
i n r e v e r s e 7 o r d e r o f t h e i r e x e c u t i o n s o t h a t a u n i t e n t e r s s e r v i c e a t 
p h a s e J a n d c o m p l e t e s s e r v i c e a t p h a s e 1 , t h e s t a t e p r o b a b i l i t i e s a t 
t i m e s t + A t a n d t a r e r e l a t e d b y 
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P ( t + A t ) = ( l - N A A t ) P ( t ) + ( l - N A A t ) ( J u A t ) P . . , ( t ) + O ( A t ) ; ( 3 4 8 ) 
o o 1 , 1 
P . . ( t + A t ) = ( l - N A A t ) ( l - J y A t ) P n . ( t ) + ( l - N A A t ) ( J u A t ) P - + 1 ( t ) 
+ 0 ( A t ) , j = l , 2 , 3 , - • • , J - 1 ; ( 3 4 9 ) 
P n T ( t + A t ) = ( l - N A A t ) ( l - J u A t ) P . T ( t ) + ( l - N A A t ) ( J y A t ) P 0 n ( t ) 
+ ( N A A t ) P ( t ) + 0 ( A t ) ; ( 3 5 0 ) 
o 
P^ . ( t + A t ) = ( l - N A A t ) ( l - J u A t ) P . ( t ) + ( l - N A A t ) ( J y A t ) P
 1 ± 1 ( t ) 
n , : n , : n , : + l 
+ ( N A A t ) ( l - J y A t ) P
 n . ( t ) + 0 ( A t ) , ( 3 5 1 ) 
n - 1 , ] 
n = 2 , 3 , 4 , - - - , S a n d j = l , 2 , 3 , • • • , J - 1 ; 
P^
 T ( t + A t ) = ( l - N A A t ) ( 1 - J y A t ) P T ( t ) + ( l - N A A t ) ( J u A t ) P ^ n n ( t ) 
n , u n , J n + ± , l 
+ ( N A A t ) ( l - J y A t ) P .
 T ( t ) + 0 ( A t ) , ( 3 5 2 ) 
n - J . , J 
n = 2 , 3 , 4 , - . - , S - l 9 
P c T ( t + A t ) = ( l - N A A t ) ( l - J y A t ) P c T ( t ) + ( J y A t ) P C j . n At) 
a,»J o , J o + l , l 
+ ( N A A t ) ( l - J y A t ) P s _ 1 j ( t ) + 0 ( A t ) ; ( 3 5 3 ) 
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P Q J , . ( t + A t ) = ( l - J y A t ) P Q j , . ( t ) + ( J y A t ) P Q j , .MAt) S + l , ] S + l , ] S + l , ] + l 
+ ( N X A t ) ( l - J u A t ) P Q . ( t ) + 0 ( A t ) , ( 3 5 4 ) 
j = l , 2 , 3 , - - - , J - l , 
P S + 1 j ( t + A t ) = ( l ~ J y A t ) P s + 1 j ( t ) + ( N X A t ) ( l - J u A t ) P g j ( t ) + 0 ( A t ) ; ( 3 5 5 ) 
w h e r e 0 ( A t ) d e n o t e s t h e i n c l u s i o n o f q u a n t i t i e s o f a s m a l l e r o r d e r o f 
m a g n i t u d e t h a n A t . 
To o b t a i n t h e d y n a m i c e q u a t i o n s o f t h e s y s t e m , we d i v i d e e a c h o f 
E q u a t i o n s ( 3 4 8 - 3 5 5 ) b y A t a n d t a k e t h e l i m i t a s A t - H ) . R e c a l l i n g t h a t 
j f ( t + A t ) - f ( t ) \ d f ( t ) , . _ R . l , m | - - > _ _ _ f ( 3 5 6 ) 
A t -K ) ^ J 
we f i n d 
dP ( t ) 
• ° t = - N X P Q ( t ) + J u p l s l ( t ) ; ( 3 5 7 ) 
dP. . ( t ) 
d t 
= - ( N X + J y ) P 1 . ( t ) + J y P 2 - + 1 ( t ) , > i = l , 2 , 3 , - - - , J - l ; ( 3 5 8 ) 
dP ( t ) 
— = - ( N X + J y ) P n T ( t ) + J y P 0 _ ( t ) + NXP ( t ) ; ( 3 5 9 ) 
d t 1,<J ^s-L ° 
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( 3 6 0 ) 
( 3 6 1 ) 
dP . ( t ) 
— - 2 ^ = - ( N A + J y ) P . ( t ) + J y P . ^ ( t ) + NAP , . ( t ) , 
n = 2 , 3 , 4 , • • • , S a n d j = 1 , 2 , 3 , • • • , J - l ; 
d P n ( t ) 
— = - ( N A + J y ) P ^
 T ( t ) + J y P - C t ) + NAP _ T ( t ) , 
d t n , J n + 1 , 1 n - l , J 
n = 2 , 3 a 4 , - " , S ; 
d P S + i i ( t ) 
d t 3 - = - J V ? S + l , j ( t ) + J p P S t l , j + l ( t ) + N A P S f j ( t > , < 3 6 2 > 
j = l , 2 , 3 , - - - , J - l ; 
d P S + ] J ( t ) 
d t = - J p P s + i , j ( t ) + N A P S , J ( t ) * ( 3 6 3 > 
I n t h e s t e a d y - s t a t e , E q u a t i o n s ( 3 5 7 - 3 6 3 ) b e c o m e 
0 = - N A p Q + J y p j ^ ; ( 3 6 4 ) 
0 = - ( N X + J y ) p . + J y P l j j + l 5 j = l , 2 , 3 , - " , J - l ; (365) 
0 = - ( N A + J y ) p _ , + J y p _ . + NAp ; ( 3 6 6 ) 
l , <J z , i o 
0 = - ( N A + J y ) p . + J y p . . . + NAp . . , ( 3 6 7 ) 
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n = 2 , 3 , 4 , • • • , S a n d j = l , 2 , 3 , • • • , J - 1 ; 




J y P S + l , j + ^ S + l . j + l + N X P S , J ' J = 1 , 2 , 3 , . . . , J - 1 ; ( 3 6 9 ) 
0 =
 -
J y p s + i , j + N A p s , j ( 3 7 0 ) 
M a k i n g t h e s u b s t i t u t i o n 
. NA 
J y 
( 3 7 1 ) 
a n d r e a r r a n g i n g t e r m s , we c a n e x p r e s s t h e s e e q u a t i o n s i n t h e m o r e c o n ­
v e n i e n t f o r m 
0 = P X j l - a p Q ; ( 3 7 2 ) 
0 = P l j j + 1 - ( a + l ) P i s j > j = l , 2 , 3 , - - - , J - l : ( 3 7 3 ) 
0 = P 2 ! - ( a + l ) P i s j + a P G ; ( 3 7 4 ) 
0 = p - ( a + l ) p . + ap . . , ( 3 7 5 ) 
n = 2 , 3 , 4 , • • • , S a n d j = l , 2 , 3 , • • • , J - l ; 
0
 = P n + l , l " ( a + 1 ) p n , J + a p n - l , J ' n = 2 ' 3 ^ ' - - ' . S ; ( 3 7 6 ) 
1 8 1 
°
 = P S + l , j + l " P S + l , j + a p S , j ' J = l S 2 , 3 , . . . , J - l ; ( 3 7 7 ) 
0 =
 P S + I , J "
 a p s , j - ( 3 7 8 ) 
B e f o r e p r o c e e d i n g w i t h t h e s o l u t i o n o f E q u a t i o n s ( 3 7 2 - 3 7 8 ) f o r 
a r b i t r a r y J , i t w i l l b e h e l p f u l t o t r e a t t h e c a s e J = 2 . T h i s s t o p o v e r 
w i l l p e r m i t a m o r e v i v i d d i s c l o s u r e o f t h e g e n e r a l s o l u t i o n r a t i o n a l e . 
F u r t h e r , w i t h i n t h e l i m i t e d s c o p e o f t h e J = 2 s y s t e m , i t w i l l b e p o s ­
s i b l e t o r e l a t e t h e r e s u l t s o f t h e g e n e r a l - s o l u t i o n m e t h o d t o t h o s e 
o b t a i n e d f r o m a r e c u r s i v e a p p r o a c h . 
S o l u t i o n f o r t h e Case J = 2 
When J = 2 , a = N A / ( 2 u ) a n d E q u a t i o n s ( 3 7 2 - 3 7 8 ) b e c o m e 
0 = p l s l - a p Q , ( 3 7 9 ) 
0 = p l j 2 - ( a + l ) p l f l ; 
0 = p 2 j l - ( a + l ) p l j 2 + a p o , 
0 = p - ( a + l ) p , + ap . n = 2 , 3 , 4 , • • • , S , 
r n , 2 n , l r n - l , l 
0 = p - ( a + l ) p
 0 + ap . n = 2 , 3 , 4 , • • • , S ; r n + l , l r n , 2 r n - l , 2 ' ' ' 
( 3 8 0 ) 
( 3 8 1 ) 
( 3 8 2 ) 
( 3 8 3 ) 
0 
= P S + 1 , 2 " P S + 1 , 1 + a p S , l ; ( 3 8 4 ) 
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°
 = P S + 1 , 2 " a p S , 2 ' ( 385) 
RECURSIVE APPROACH. THE MOST DIRECT APPROACH I S A RECURSIVE 
SOLUTION. EVALUATING ( 3 7 9 - 3 8 1 ) IN ORDER AND THEN ALTERNATING BETWEEN 
( 3 8 2 ) AND ( 3 8 3 ) , WE FIND FOR THE FIRST FEW TERMS 
P L , L
 = a V 
P L , 2 = < a 2 + a ) p Q ! 
( 3 8 6 ) 
( 3 8 7 ) 
p 2 1 = ( a 3 + 2 a 2 ) p Q , ( 3 8 8 ) 
P 2 2 = ( a 4 + 3 a 3 + a 2 ) p Q , ( 3 8 9 ) 
p = ( a 5 + 4 a 4 + 3 a 3 ) p , ( 3 9 0 ) 
O *_L O 
p Q =• ( a 6 + 5 a 5 + 6 a 4 + a 3 ) p , ( 3 9 1 ) O, z. O 
p, , = ( a 7 + 6 a 6 + 1 0 a 5 + 4 a 4 ) p , ( 3 9 2 ) 4 , 1 O 
p, _ = ( a 8 + 7 a 7 + 1 5 a 6 + 1 0 a 5 + a 4 ) p . ( 393) 
^ 4 , 2 ^O 
THE VALUES OF P . IN EQUATIONS ( 3 9 2 - 3 9 3 ) SHOW THAT THE GENERAL 
4»D 
FORMULA DEFINING THE P ^ . I S NOT OF A TRIVIAL FORM AS MIGHT F I R S T BE 
EXPECTED FROM THE PATTERN OF EQUATIONS ( 3 8 6 - 3 9 1 ) CONSIDERED ALONE. BY-
TRIAL AND ERROR, WE FIND FOR EQUATIONS ( 3 8 6 - 3 9 3 ) , 
1 8 3 
P • = P 
n , ] F o 
n + j - 2 
I 
k = 0 
n + k ( n + k ) ! a 
( 2 k - j + 2 ) ! ( n + j - k - 2 ) ! * ( 3 9 4 a ) 
E q u a t i o n ( 3 9 4 a ) i s i n f a c t t h e s o l u t i o n t o E q u a t i o n s ( 3 7 9 - 3 8 3 ) a s c a n 
be v e r i f i e d b y i n d u c t i o n . N o w , i n o r d e r t o d e t e r m i n e t h e v a l u e s o f n 
a n d j f o r w h i c h E q u a t i o n ( 3 9 4 a ) a p p l i e s , we o b s e r v e t h a t t h e p^ . o f 
E q u a t i o n s ( 3 8 6 - 3 9 3 ) a r e g i v e n i n t h e o r d e r i n w h i c h t h e y must b e d e t e r ­
m i n e d w h e n a r e c u r s i v e a p p r o a c h i s u s e d t o e x p r e s s t h e p ^ . i n t e r m s o f 
t h e u n k n o w n p . C o n t i n u i n g t h e c o m p u t a t i o n s we w o u l d o b t a i n f r o m ( 3 8 2 -
3 8 3 )
'
 P 5 , l > P 5 , 2 ' P 6 , l > P S - 1 , 1 > P S - 1 , 2 > P S , 1 > P S , 2 > a n d f i n a l l y 
p c . n . T h u s , s i n c e ( 3 7 9 - 3 8 3 ) a r e s a t i s f i e d b y ( 3 9 4 a ) , i t f o l l o w s t h a t 
t>T 1 , 1 
t h e p e r m i s s i b l e s u b s c r i p t c o m b i n a t i o n s i n ( 3 9 4 a ) a r e 
n = l , 2 , 3 , • • • , S + 1 f o r j = l ; 
( 3 9 4 b ) 
n = l , 2 , 3 , - - - , S f o r j=2.J 
H o w e v e r , ( 3 9 4 b ) i s j u s t t h e r a n g e o f s u b s c r i p t c o m b i n a t i o n s w h i c h a p p e a r 
i n a l l o f E q u a t i o n s ( 3 8 2 - 3 8 3 ) . H e n c e , we may r e g a r d E q u a t i o n s ( 3 8 2 - 3 8 3 ) 
a s b e i n g g e n e r a l s y s t e m s e q u a t i o n s a n d E q u a t i o n s ( 3 7 9 - 3 8 1 ) a s b e i n g t h e 
a s s o c i a t e d b o u n d a r y c o n d i t i o n s . 
I t i s a p p a r e n t t h a t E q u a t i o n s ( 3 8 4 ) a n d ( 3 8 5 ) c a n n o t b o t h b e 
b o u n d a r y c o n d i t i o n s s i n c e a t l e a s t o n e o f t h e m m u s t b e u s e d t o c o m p u t e 
t h e n o t y e t d e t e r m i n e d p r o b a b i l i t y p Q . , 0 . S e l e c t i n g ( 3 8 5 ) f o r t h i s 
b + l , Z 
p u r p o s e , we o b t a i n w i t h t h e a i d o f ( 3 9 4 ) , 
1 8 4 
S + l , 2 
V ( S ^ ) ! a S + k + 1 
a p S , 2 = P o I ( 2 k ) ! ( S - k ) ! 
k = 0 
( 3 9 5 ) 
E q u a t i o n ( 3 8 4 ) r e m a i n s t o b e s a t i s f i e d . I n a g e n e r a l s o l u t i o n , i t 
m i g h t b e a f o u r t h b o u n d a r y c o n d i t i o n s o t h a t t h e r a t i o s p ^ j / P Q c o u l d 
b e u n i q u e l y d e t e r m i n e d i f t h a t g e n e r a l s o l u t i o n p o s s e s s e d f o u r u n k n o w n 
c o n s t a n t s . I n t h e p r e s e n t e a s e , E q u a t i o n ( 3 8 4 ) i s r e d u n d a n t ( a s i t 
m u s t b e f o r E q u a t i o n s ( 3 7 9 - 3 8 5 ) t o b e a c o n s i s t e n t s e t ) . F r o m ( 3 8 4 ) 
w i t h t h e a i d o f ( 3 9 4 ) , we h a v e 
' s + 1 , 2 = P S + 1 , 1 ' a p S , l 
S
 FQ^L\L S + k + 1 S " 1 fCU^t S + k 
V ( S + k + 1 ) ! a y ( S + k ) ! a 
P o * ( 2 k + l ) ! ( S - k ) ! a P o ( 2 k + l ) ! ( S - k - l ) l 
k = 0 k = 0 a p < o 
( 2 S + 1 ) ! a 2S S - 1 
( 2 S + 1 ) !0 
+ V 
i n t L 
k = 0 
( S + k + l ) ! a S + k 
( 2 k + l ) ! ( S - k ) ! 
( S + k ) ! a S+k 





a + 2 
( S + k ) ! a S + k ( S + k + 1 S - k 
k - 0 ^ ) ! ( s " k ) ! 
[2 k+1 (2k+l)J 
( 2 S ) ! a 2 S
 +
 S ; J - ( S + k ) l a S + k 
a p o 1(2S)!0! + ( 2 k ) ! ( S - k ) T 
k = 0 
ap S , 2 5 
( 3 9 6 ) 
a s b e f o r e . 
The c o m p l e t e s o l u t i o n i s t h u s g i v e n b y E q u a t i o n s ( 3 9 4 - 3 9 5 ) w h e n 
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P q i s e v a l u a t e d f r o m t h e n o r m a l i z i n g c o n d i t i o n 
S + l 2 
1 = P + I I P • 
n = l ] = 1 
( 3 9 7 ) 
The u n c o n d i t i o n a l s t a t e p r o b a b i l i t i e s p n may n o w b e o b t a i n e d b y s u m m i n g 
E q u a t i o n s ( 3 9 4 - 3 9 5 ) o v e r j = l , 2 . I n g e n e r a l , we h a v e 
p = p + p n = l , 2 , 3 , - • • , S + 1 ; 
r n n , l n , 2 ' 
( 3 9 8 ) 
s o t h a t 
V ( n + k ) l a . r ( n + k ) l a / Q Q Q ^ 
P n = P o * ( 2 k + l ) ! ( n - k - l ) ! + P o * ( 2 k ) l ( n - k ) ! ' ( 3 9 9 ) 
k = 0 k = 0 
n = l , 2 , 3 , - - - , S ; 
S , C j _ , ^ ^ . S + k + 1 S , c . , v . S+k V ( S + k + 1 ) ! a V ( S + k ) l a 
P S + 1 = P o * ( 2 k + l ) ! ( S - k ) ! + a p o * ( 2 k ) ! ( S - k ) ! 
k = 0 k = 0 
( 4 0 0 ) 
G r o u p i n g t e r m s , we c a n w r i t e E q u a t i o n s ( 3 9 9 , 4 0 0 ) i n t h e f o r m s 
n
 ( n + k + l ) ! a n + k 
P n = P o * T 2 k + l ) ! ( n - k ) ! ' n " 1 ' 2 ' 3 ' 
k = 0 
V ( S + k + l ) ! ( S + 3 k + 2 ) a S + k + 1 
P S + 1 P o . L ( 2 k + l ) ! ( S - k ) ! ( S + k + 1 ) ; 
k = 0 
( 4 0 1 ) 
w h e r e p Q i s t o b e e v a l u a t e d f r o m t h e r e q u i r e m e n t , 
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S + l 
1 = I p . ( 4 0 2 ) 
n = 0 n 
A M o r e F o r m a l A p p r o a c h . F r o m E q u a t i o n s ( 3 8 2 ) , we o b t a i n 
( a + l ) p = - ( a + l ) 2 p + a ( a + l ) p , ( 4 0 3 ) 
2
 ( 4 0 4 ) ap
 0 = a ( a + l ) p - a p 
n - 1 , 2 ^ n - 1 , 1 n - 2 , 1 
S u b s t i t u t i n g t h e s e v a l u e s i n t o ( 3 8 3 ) , we f i n d 
0 = p - ( a + l ) 2 p + 2 a ( a + l ) p . . - a 2 p _ . . ( 4 0 5 ) 
* n + l , l n , l M I - 1 , 1 n - 2 , 1 
E q u a t i o n ( 4 0 5 ) may b e r e c o g n i z e d a s b e i n g a t h i r d - o r d e r , l i n e a r , 
h o m o g e n e o u s d i f f e r e n c e e q u a t i o n , i n n , w i t h c o n s t a n t c o e f f i c i e n t s . I t 
a d m i t s t o s o l u t i o n s o f t h e f o r m 
P n > 1 = C 3 n , ( 4 0 6 ) 
w h e r e C i s a n a r b i t r a r y c o n s t a n t . S u b s t i t u t i n g ( 4 0 6 ) i n t o ( 4 0 5 ) a n d 
e l i m i n a t i n g common f a c t o r s , we o b t a i n t h e c o n d i t i o n 
0 = 3 3 - ( a + l ) 2 3 2 + 2 a ( a + l ) 3 - a 2 . ( 4 0 7 ) 
N o w , we p e r f o r m t h e same o p e r a t i o n s f o r p^ ^ . F r o m E q u a t i o n s 
( 3 8 3 ) , we o b t a i n 




 ( 4 0 8 ) (a+l)pn(1 = -(c+l) pn_ l j2 + a(a+l)pn_2)2 
a V l , l = a ( a + 1 ) P n - 2 , 2 " a 2 P n - 3 , 2 - ( 4 0 9 ) 
S u b s t i t u t i n g t h e s e v a l u e s i n t o E q u a t i o n ( 3 8 2 ) , we f i n d 
0 = p - (a+l)V ,
 0 + 2a(a+l)pri - aV ' . ( 4 1 0 ) n , 2 n - 1 , 2 n - 2 , 2 n - 3 , 2 
H o w e v e r , t h i s e q u a t i o n i s o f t h e same f o r m as ( 4 0 5 ) s o t h a t , i f we make 
t h e s u b s t i t u t i o n 
P n , 2 = 
we a g a i n o b t a i n E q u a t i o n ( 4 0 7 ) . T h e r e f o r e , s o l u t i o n s t o E q u a t i o n s 
( 3 8 2 - 3 8 3 ) m u s t b e o f t h e f o r m 
p . = A . 3 n . ( 4 1 2 ) 
S u b s t i t u t i n g ( 4 1 2 ) i n t o ( 3 8 2 - 3 8 3 ) a n d s i m p l i f y i n g t h e r e s u l t i n g 
e q u a t i o n s , we o b t a i n 
0 = A 2 3 - ( a + l ) A 3 + aA , ( 4 1 3 ) 
0 = k^2 - ( a + l ) 3 A 2 + a A 2 . ( 4 1 4 ) 
1 8 8 
F r o m t h e f i r s t o f t h e s e , we f i n d 
A 2 = [ ( a + l ) 8 - a ] 3 1 A . ( 4 1 5 ) 
S u b s t i t u t i o n o f ( 4 1 5 ) i n t o ( 4 1 4 ) w i l l a g a i n p r o d u c e E q u a t i o n ( 4 0 7 ) . 
N o t e t h a t E q u a t i o n ( 4 0 7 ) c a n b e w r i t t e n i n t h e f o r m 
0 = 3 - { [ ( a + l ) 3 - a ] 3 1 } 2 , ( 4 1 6 ) 
SO THAT, I F WE SET 
Y = [ ( a + l ) 3 - a ] 3 ~ 1 ( 4 1 7 ) 
i n E q u a t i o n s ( 4 1 5 - 4 1 6 ) , we h a v e 
2 
A 2 = yA a n d 3 = Y • ( 4 1 8 ) 
The r e l a t i o n s ( 4 1 8 ) i m p l y t h a t t h e t r i a l s o l u t i o n ( 4 1 2 ) c a n b e r e p l a c e d 
b y 
P n , = C Y 2 1 ^ " 1 , ( 4 1 9 ) 
1 1
 5 J 
w h e r e t h e u n k n o w n f a c t o r C i s i n d e p e n d e n t o f n a n d j . 
We h a v e y d e f i n e d i n t e r m s o f 3 . H o w e v e r , t h e c o n d i t i o n p l a c e d 
on v a l u e s o f y i s n o t n e a r l y s o c o m p l e x a s s u g g e s t e d b y E q u a t i o n s 
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( 4 1 6 - 4 1 8 ) . S u b s t i t u t i n g ( 4 1 9 ) i n t o e i t h e r ( 3 8 2 ) o r ( 3 8 3 ) a n d s i m p l i f y ­
i n g t h e r e s u l t , we f i n d 
0 = Y 3 - ( c t + l ) Y 2 + ct. ( 4 2 0 ) 
L e t t h e t h r e e r o o t s o f E q u a t i o n ( 4 2 0 ) b e d e n o t e d b y YQJ Y l 9 a n d Y 2 
T h e n , we h a v e 
Y = 1 , ( 4 2 1 ) 
o 
s a t ^ Z t t o ( 4 2 2 ) 
Y 2 = 2 ' ( 4 2 3 ) 
T h e r e f o r e , t h e g e n e r a l s o l u t i o n t o ( 3 8 2 - 3 8 3 ) i s 
n = l , 2 , 3 , • • • , S + 1 f o r j = l , 
a n d n = l , 2 , 3 , * • • , S f o r j = 2 ; 
w h e r e C , C . , a n d C_ a r e a r b i t r a r y c o n s t a n t s , 
o ' 1 ' 2 J 
S u b s t i t u t i n g E q u a t i o n ( 4 2 4 ) i n t o t h e b o u n d a r y E q u a t i o n s ( 3 7 9 -
3 8 1 ) , we f i n d 
0 = C o + + C 2 Y 2 - a p o , ( 4 2 5 ) 
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0 = C Q ( - a ) + C 1 [ Y ^ - ( a + l ) Y 2 ] + C^y^-ia+Dy2 ] , ( 4 2 6 ) 
0 = C ( - a ) + C Y 1 C Y i - ( a + l ) Y i ] + C ^ t Y ^ a + D y ^ ] + a p Q . ( 4 2 7 ) 
H o w e v e r , i n v i e w o f ( 4 2 0 ) , t h e s e r e l a t i o n s r e d u c e t o 
0 = C + C, + C o s ( 4 2 9 ) O 1 2 
S o l v i n g E q u a t i o n s ( 4 2 8 - 4 3 0 ) , we o b t a i n 
C = 0 , C = - C 0 = p ( a 2 + 4 a ) 1 / 2 . ( 4 3 1 ) 
o 1 2 o 
S i n c e C = 0 , t h e r o o t Y = 1 i s e f f e c t i v e l y e l i m i n a t e d f r o m t h e 
o 9 ' o J 
s o l u t i o n . T h i s r e s u l t i s h i g h l y d e s i r a b l e f r o m t h e s t a n d p o i n t o f o u r 
s o l u t i o n b e i n g c o n s i s t e n t w i t h t h a t f o r t h e M | | 1 m o d e l . M o r e s p e ­
c i f i c a l l y , a s S-*» a n d w i t h t h e a d d i t i o n a l a s s u m p t i o n t h a t 2 a = ( N A / u ) < l 
IT 
t o e n s u r e c o n v e r g e n c e , o u r s o l u t i o n w i l l b e c o m e t h a t f o r t h e -M|E | 1 
( w i t h A = N A ) . 
n 
E q u a t i o n ( 4 3 1 ) c a n b e u s e d t o v e r i f y t h e c l a i m t h a t o n e o f 
The c o n d i t i o n 2 a < l i s n o t mathematically n e c e s s a r y t o t h e 
p r e s e n t m o d e l s i n c e i t p o s s e s s e s a f i n i t e n u m b e r o f s t a t e s . H o w e v e r , 
t h e o n l y p r a c t i c a l c a s e s w i l l be f o u n d t o b e t h o s e f o r w h i c h t h e c o n ­
d i t i o n h o l d s . 
1 9 1 
E q u a t i o n s ( 3 8 4 , 3 8 5 ) i s r e d u n d a n t . To s h o w t h i s , we d i v i d e E q u a t i o n 
( 4 2 0 ) b y y ~ 1 "to f i n d t h e e q u a t i o n s a t i s f i e d b y y^ a n c * Y 2 » v i z . , 
0 = y l - ay - a = ( Y - Y ^ ) ( Y ~ Y 2 ) • 
N o w , o n e o f E q u a t i o n s ( 3 8 4 , 3 8 5 ) m u s t b e u s e d t o d e t e r m i n e p 
E l i m i n a t i n g p c , , 0 f r o m ( 3 8 4 , 3 8 5 ) , we o b t a i n t h e c o n d i t i o n 
( 4 3 2 ) 
S + l , 2 ' 
0 = a p S , 2 " P S + 1 , 1 + a p S , l ( 4 3 3 ) 
i n w h i c h a l l t e r m s a r e k n o w n f r o m E q u a t i o n s ( 4 2 1 - 4 2 4 , 4 3 1 ) . We c a n 
d i r e c t l y v e r i f y t h a t ( 4 3 3 ) i s s a t i s f i e d ; h o w e v e r , i t w i l l b e m o r e 
i l l u m i n a t i n g t o e s t a b l i s h t h e p e r m i s s i b l e v a l u e s o f y w h i c h ( 4 3 3 ) 
i s s a t i s f i e d b y t h e t r i a l s o l u t i o n ( 4 1 9 ) . S u b s t i t u t i n g ( 4 1 9 ) i n t o 
( 4 3 3 ) , we f i n d 
2S 2 
0 = Cy (aY~Y + a ) , ( 4 3 4 ) 
w h i c h i s s e e n t o b e e q u i v a l e n t t o ( 4 3 2 ) . 
G r o u p i n g t h e r e s u l t s o b t a i n e d , we h a v e 
2 - 1 10 
p . = p ( a + 4 a ) ' ' 
n , : r o 
1— —1 2 n + j - l 2 n + j - l 
a + / a 2 + 4 a a - / a 2 + 4 a 
_ 2 2 
n = l , 2 , 3 , • • • , S + 1 f o r j = l , 
a n d n = l , 2 , 3 , • • • , S f o r j = 2 ; > ( 4 3 5 ) 
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2 -1/21 
P s + l , 2 = a P s , 2 = p o a ( a + 4 a ) 1 
r~ n 2S+J-1 
2 S + j - l ' 
a + / a 2 + 4 a a - / a 2 + 4 a 
> 
_
 2 2 
w h e r e p Q i s g i v e n b y t h e n o r m a l i z i n g c o n d i t i o n ( 3 9 7 ) . The u n c o n d i t i o n a l 
s t a t e p r o b a b i l i t i e s p^ may b e o b t a i n e d f r o m ( 4 3 5 ) w i t h t h e a i d o f ( 3 9 8 ) . 
The e q u i v a l e n c e o f E q u a t i o n s ( 3 9 4 - 3 9 5 ) a n d ( 4 3 5 ) f o l l o w s f r o m a s i m p l e 
a p p l i c a t i o n o f t h e b i n o m i a l i d e n t i t y ( 3 0 9 ) . 
S o l u t i o n f o r A r b i t r a r y J 
F o r m o f t h e S o l u t i o n . T h e f i r s t s t e p i n f i n d i n g a s o l u t i o n t o 
E q u a t i o n s ( 3 7 2 - 3 7 8 ) f o r a r b i t r a r y J w i l l b e t o f i n d a g e n e r a l s o l u t i o n 
t o t h e s y s t e m e q u a t i o n s ( 3 7 5 - 3 7 6 ) u s i n g t h e a p p r o a c h i l l u s t r a t e d f o r t h e 
c a s e J = 2 . N o t i n g t h a t ( 3 7 5 - 3 7 6 ) h a v e c o n s t a n t c o e f f i c i e n t s a n d n o t i n g 
t h e i n t e r r e l a t i o n s h i p o f s u b s c r i p t s , we s u s p e c t a s o l u t i o n o f t h e f o r m 
P . = A . 3 n . ( 4 3 6 ) 
S u b s t i t u t i n g ( 4 3 6 ) i n t o ( 3 7 5 - 3 7 6 ) , we f i n d 
0 = A . ^ - 3 - ( c x + l ) A . 3 + a A . , 
: + i : : 
0 = A n 3 2 - ( a + l ) A T 3 + a A _ ; 
o r 
A . + 1 = C 3 ( a + D - a ] 3 ' 1 A j , j = l , 2 , 3 , • • • , J - 1 ; 
( 4 3 7 ) 
( 4 3 8 ) 
( 4 3 9 ) 
19 3 
A = C 3 ( a + l ) - a ] 3 2 A j . ( 4 4 0 ) 
E v a l u a t i n g ( 4 3 9 ) r e c u r s i v e l y l e a d s t o 




A x , j = 2 , 3 , 4 , . - - , J ; ( 4 4 1 ) 
w h e r e , i n p a r t i c u l a r , 
A J = 
* 3 ( a + l ) > a " l J ' 1 
T 
( 4 4 2 ) 
S u b s t i t u t i o n o f ( 4 4 2 ) i n t o ( 4 4 0 ) a n d e l i m i n a t i o n o f common f a c t o r s 
y i e l d s t h e c o n d i t i o n 
0 = 
3 ( a + D - a"1 ( 4 4 3 ) 
H o w e v e r , c o m p a r i n g ( 4 3 6 , 4 4 1 , 4 4 3 ) , we s e e t h a t a s i m p l i f i c a t i o n i s p o s ­
s i b l e i f we l e t 
Y = [ 3 ( a + l ) - a ] 3 ( 4 4 4 ) 
By ( 4 4 3 ) we h a v e 
,n n J 
3 = Y ( 4 4 5 ) 
a n d b y ( 4 4 1 ) we h a v e 
1 9 4 
A j = ^ : " l A l ' j = 2 , 3 , 4 , - . - , J ; ( 4 4 6 ) 
s o t h a t ( 4 3 6 ) c a n b e r e p l a c e d b y 
p . = C Y J n + j - \ ( 4 4 7 ) 
n , ] 
w h e r e C i s a n u n k n o w n c o n s t a n t . 
S u b s t i t u t i n g ( 4 4 7 ) i n t o e i t h e r o f E q u a t i o n s ( 3 7 5 , 3 7 6 ) r e s u l t s i n 
t h e c o n d i t i o n , 
Y J + 1 - ( a + l ) y J + a = 0 . ( 4 4 8 ) 
R o o t s o f t h e C h a r a c t e r i s t i c E q u a t i o n . A n u m b e r o f o b s e r v a t i o n s 
may b e made a b o u t t h e r o o t s o f E q u a t i o n ( 4 4 8 ) . The e q u a t i o n , 
f ( Y ) = Y J + 1 - ( a + l ) y J + a = 0 , ( 4 4 9 ) 
i s a r e a l a l g e b r a i c e q u a t i o n . I t h a s t w o p a i r w i s e c h a n g e s o f s i g n s i n 
i t s c o e f f i c i e n t s a n d , t h u s , b y D e s c a r t e s ' R u l e o f S i g n s , i t h a s e i t h e r 
z e r o o r t w o p o s i t i v e r e a l r o o t s . C l e a r l y y = 1 i s a r o o t ; h e n c e , t h e 
n u m b e r o f p o s i t i v e r e a l r o o t s m u s t b e t w o . F u r t h e r , 
f ( - Y ) = ( - Y ) J + 1 - ( a + l ) ( - Y ) J + a ( 4 5 0 ) 
h a s o n e c h a n g e o f s i g n i f J i s e v e n a n d z e r o c h a n g e s o f s i g n i f J i s 
o d d . C o n s e q u e n t l y , f ( y ) h a s o n e n e g a t i v e r e a l r o o t i f J i s e v e n a n d 
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n o n e o t h e r w i s e . S i n c e f ( x ) i s a veal p o l y n o m i a l , t h e r e m a i n i n g r o o t s 
a r e c o m p l e x a n d o c c u r i n c o n j u g a t e p a i r s . 
A n o t h e r o b s e r v a t i o n i s t h a t a l l t h e r o o t s e x c e p t y - 1 l i e w i t h i n 
t h e c i r c l e | y | = 1 i f J a < l . To s h o w t h i s , we d i v i d e ( 4 4 8 ) b y y - 1 t o 
o b t a i n t h e e q u a t i o n s a t i s f i e d b y t h e r e m a i n i n g r o o t s , viz., 
Y
J
 - a ( Y J " 1 + Y J " 2 + Y J " 3 + " - + Y + l ) = 0 . ( 4 5 1 ) 
S u p p o s e t h a t | y | ^ 1 . T h e n , f r o m ( 4 5 1 ) i t f o l l o w s t h a t 
I J I J - l J - 2 J - 3 . I 
Y = a y + Y + Y + * * * + Y + 1 
RL I J - l I I J - 2 I I J - 3 I I 
< a { y + Y | + Y + • • • + y + 1 j 
< J a | Y | J 1 , ( 4 5 2 ) 
w h i c h c o n t r a d i c t s t h e a s s u m p t i o n t h a t J a < l . T h e r e f o r e , i t m u s t b e t h e 
c a s e t h a t a l l r o o t s o f E q u a t i o n ( 4 4 8 ) , e x c e p t f o r t h e r o o t y = 1» a r e 
l e s s t h a n u n i t y i n a b s o l u t e v a l u e . 
F i n a l l y , we o b s e r v e t h a t a s u f f i c i e n t c o n d i t i o n f o r t h e r o o t s o f 
E q u a t i o n ( 4 4 8 ) t o b e d i s t i n c t i s t h a t J a < l . U n d e r t h e ( o n e - t o - o n e ) 
t r a n s f o r m a t i o n 
Y = ( l + a ) ( l - z ) , ( 4 5 3 ) 
E q u a t i o n ( 4 4 8 ) b e c o m e s 
1 9 6 
( l - z ) J z = ( 1 - •z ) z 
o o 
( 4 5 4 ) 
w h e r e z ^ i s t h e v a l u e o f z c o r r e s p o n d i n g t o y = 1 , n a m e l y , 
z = a / ( l + a ) . ( 4 5 5 ) 
o 
E q u a t i o n s ( 4 5 4 - 4 5 5 ) , w i t h J a < l , a r e a s p e c i a l c a s e o f t h e e q u a ­
t i o n 
( l - z ) m z n = ( 1 - z ) m z n , ( 4 5 6 ) 
o o 
w h i c h was s t u d i e d i n some d e t a i l b y S y s k i ( [ 2 1 2 ] , p p . 3 1 3 - 3 1 7 ) w h o 
s h o w e d t h a t ( 4 5 6 ) h a s p r e c i s e l y m r o o t s w i t h r e a l p a r t s g r e a t e r t h a n Z Q , 
t h a t t h e s e m r o o t s a r e d i s t i n c t , a n d t h a t t h e m r o o t s l i e w i t h i n t h e 
c i r c l e | l - z | = 1 - Z q . I n t h e p r e s e n t p r o b l e m , E q u a t i o n s ( 4 5 3 , 4 5 5 ) s h o w 
t h a t t h e m = J r o o t s m u s t b e b o u n d e d b y t h e c o n d i t i o n 
( l+a)" 1 = 1 - z > I1-zI = |v|(l+a) 1 , ( 4 5 7 ) 
o 1 
o r 
| Y | < 1 . ( 4 5 8 ) 
As we saw p r e v i o u s l y , t h i s i s i n d e e d t h e c a s e w h e n J a < l . I t f o l l o w s 
t h a t E q u a t i o n ( 4 4 8 ) h a s J + 1 d i s t i n c t r o o t s ( i n c l u d i n g t h e r o o t y = l ) 
w h e n J a < l . 
The G e n e r a l S o l u t i o n . We a s s u m e t h a t J a < l s o t h a t t h e J + 1 
1 9 7 
r o o t s o f E q u a t i o n ( 4 4 8 ) a r e d i s t i n c t . One r o o t i s y = 1 . L e t t h e r e ­
m a i n i n g r o o t s b e d e n o t e d b y y , Y o , y 0 , • • • , y T . T h e n , t h e g e n e r a l s o l u t i o n 
± Z c J 




I C Y. 
r = l 
J n + j - 1 
r ' r 
( 4 5 9 ) 
n = l , 2 , 3 , • • • , S + 1 f o r j = l , 
a n d n = l , 2 , 3 , • • • , S f o r j = 2 , 3 , 4 , • • • , J ; 
w h e r e C^^jC^jC^ , • • • , C j a r e a r b i t r a r y c o n s t a n t s . 
E l i m i n a t i o n o f C . As a f i r s t s t e p i n e v a l u a t i n g t h e u n k n o w n 
o— r 
c o n s t a n t s , we s h o w t h a t C q = 0 . C o n s i d e r E q u a t i o n s ( 3 7 7 - 3 7 8 ) . T h e r e 
a r e J e q u a t i o n s o f w h i c h J - l m u s t b e u s e d t o d e t e r m i n e t h e p „ , . , . f o r 
S + 1
' 3 
3 = 2 , 3 , 4 , • • • , J . I t f o l l o w s t h a t we c a n e l i m i n a t e t h e s e p ^ , . , . f r o m one 
S + l , 3 
o f t h e e q u a t i o n s t o d e t e r m i n e a b o u n d a r y c o n d i t i o n o n t h e g e n e r a l s o l u ­
t i o n ( 4 5 9 ) . S u m m i n g ( 3 7 7 ) o v e r j = l , 2 , 3 , • • • , J - 1 , we o b t a i n 
J - l 
°
 =
 \ ± ( P s + l , j + l - P s + l , j + a P S , j ) 
= P S + 1 , J " P S + 1 , 1 + a I P S , j ' 
1 = 1 J 
( 4 6 0 ) 
F r o m ( 3 7 8 ) , we h a v e p 0 . , , = a p c T s o t h a t ( 4 6 0 ) b e c o m e s 
o+ ± , J b , u 
( 4 6 1 ) 
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S u b s t i t u t i n g t h e a p p r o p r i a t e v a l u e s f r o m ( 4 5 9 ) i n t o ( 4 6 1 ) 
p r o d u c e s 
0 = 
r = l r r 
J 
« I 
j = i 
c
 + y c , ^ - 1 
t-> r r r = l 
C n ( l - J a ) + H c y S 
r = l ' r " r 
J
 v ( 4 6 2 ) 
H o w e v e r , i n v i e w o f t h e f a c t t h a t ( 4 5 1 ) i s s a t i s f i e d b y e a c h o f t h e y 
( r = l , 2 , 3 , • • • , J ) , t h e i n n e r m o s t b r a c k e t e d e x p r e s s i o n i n ( 4 6 2 ) v a n i s h e s 
f o r e a c h r ( r = l , 2 , 3 , • • • , J ) . C o n s e q u e n t l y , E q u a t i o n ( 4 6 2 ) r e d u c e s t o 
0 = C ( 1 + J a ) , o r C = 0 
o o 
( 4 6 3 ) 
s i n c e J a < l . T h e r e f o r e , t h e g e n e r a l s o l u t i o n ( 4 5 9 ) s i m p l i f i e s t o 
. = P I C Y J n + 3 - \ 
N r\ '-' in ' in o ^ r r r = l 
( 4 6 4 ) 
n = l , 2 , 3 , • • • , S + 1 f o r j = l , 
a n d n = l , 2 , 3 , • • • , S f o r j = 2 , 3 , 4 , • • • , J . 
D e t e r m i n a t i o n o f t h e C^ . I t r e m a i n s t o s a t i s f y t h e J + 1 
-JP— 
b o u n d a r y c o n d i t i o n s ( 3 7 2 - 3 7 4 ) . S i n c e t h e r e a r e o n l y J u n k n o w n s ^ ^ j C ^ , 
C 0 , « « « , C T , i t i s a p p a r e n t t h a t o n e o f t h e s e b o u n d a r y c o n d i t i o n s m u s t b e o J 
r e d u n d a n t i n o r d e r f o r E q u a t i o n s ( 3 7 2 - 3 7 8 ) t o b e a c o n s i s t e n t s e t . 
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I n d e e d , t h i s i s t h e c a s e . S u b s t i t u t i n g ( 4 6 4 ) i n t o ( 3 7 2 ) , we f i n d 
ap = p n = p Y C y -o 1 , 1 o L . r r 
r = l 
( 4 6 5 ) 
However , t h i s r e s u l t can be deduced i n d e p e n d e n t l y f r o m E q u a t i o n s ( 3 7 3 -
3 7 4 ) : Note t h a t by E q u a t i o n ( 4 4 8 ) we have 
-a = y J + 1 ~ ( a + l ) Y J , r = l , 2 , 3 , • • • , J . ( 4 6 6 ) 
T h u s , s u b s t i t u t i n g ( 4 6 4 ) i n t o ( 3 7 3 ) , we o b t a i n 
0 = p -
 ( a + l ) p 
= P I c r o L , r 
r = l <-
r = l 
Y ^ + " ' " - ( a + l ) Y ^ 
r r 
= a p Q I 1 , j = l , 2 , 3 , - - - , J - l ; 
r = l 
( 4 6 7 ) 
and s i m i l a r l y , f r o m ( 3 7 4 ) , we o b t a i n 
•
a p o = P 2 , l " ( a + l ) p l , J 
J 
p y c 
r o r 
r = l 
Y 2 J - ( a + l ) Y 2 J 1 r r 
2 0 0 
P [ C y 
^ , r r 
r = l 
J - l 
Y ^ + ' ^ - ( a + l ) Y ^ 
r r 
J
 T i 
- a p C y 
r o u
 n r r 
r = l 
( 4 6 8 ) 
H o w e v e r , t h e sum o f E q u a t i o n s ( 4 6 7 ) m i n u s E q u a t i o n ( 4 6 8 ) i s 
J
 J 1 J _ 1 
ap = ap ) C y + / 
o o L n r r ,
L
. , 
r = l ] = 1 
ap J C y ^ 1 
r = l 
P o £ 
r = l C a I Y j _ 1 
: = 1 
P I C y r o L ^ r ' r 
r = l 
( 4 6 9 ) 
i n v i e w o f E q u a t i o n ( 4 5 1 ) . The i d e n t i t y o f E q u a t i o n s ( 4 6 5 ) a n d ( 4 6 9 ) 
e s t a b l i s h e s t h e c l a i m e d r e d u n d a n c y o f o n e o f E q u a t i o n s ( 3 7 2 - 3 7 4 ) . 
E q u a t i o n s ( 4 6 7 - 4 6 8 ) w i l l b e u s e d t o d e t e r m i n e t h e C . The 
r e q u i r e d r e l a t i o n s h i p s c a n b e i l l u s t r a t e d m o r e g r a p h i c a l l y b y t h e 
m a t r i x e q u a t i o n , 
2 0 1 
1 1 1 • • • 1 
Y l Y 2 Y 3 

























J - 2 
Y l 
J - 2 
Y 2 
J - 2 
Y 3 
• • « 
J - 2 
Y J 
J - l 
Y l 
J - l 
Y 2 
J - l 
Y 3 
• • • 
J - l 
Y J 
' J - l 
( 4 7 0 ) 
The m a t r i x o f c o e f f i c i e n t s i n ( 4 7 0 ) i s o f t h e V a n d e r m o n d e t y p e a n d 
a c c o r d i n g l y h a s t h e d e t e r m i n a n t 
D = 
1 1 1 • • • i 
Y l Y 2 Y 3 
























J - 2 
Y l 
J - 2 
Y 2 
J - 2 
Y 3 
• • • 
J 
Y J 
J - l 
Y l 
J - l 
Y 2 
J - l 
Y 3 
• • • 
J 
Y J 
T T ( Y m - Y k ) . ( " I ) 
l < k < m < J 
By C r a m e r ' s R u l e , t h e v a l u e o f C^ i s 
C r = N r / D , r = l , 2 , 3 , . . . , J ; ( 4 7 2 ) 
2 0 2 
w h e r e N i s t h e d e t e r m i n a n t 
r 
r - 1 
r - 1 
f r + l 
r + 1 
r + 2 
r + 2 
J - 2 J - 2 
J - l J - l 
Y 
Y 
J - 2 
r - 1 
J - l 
r - 1 
J - 2 
W 
J - l 
r r + l 
J - 2 
' r + 2 
J - l 
' r + 2 
J - 2 
J - l 
H o w e v e r , t h e d e t e r m i n a n t ( 4 7 3 ) c a n b e e x p a n d e d i n t e r m s o f m i n o r s o f t h e 
vth c o l u m n t o o b t a i n 
N = ( - 1 ) J + r 
J - 2 J - 2 
r r - l 
r - 1 
J - 2 
r - 1 
r + 1 
' r + 1 
J - 2 
' r + 1 
r + 2 
' r + 2 
J - 2 
' r + 2 
J - 2 
( - l ) J + r I T ( Y m - Y k ) , ( 4 7 4 ) 
l < k < m < J 
k??r 
m^r 
i n v i e w o f ( 4 7 1 ) . 
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S u b s t i t u t i n g ( 4 7 1 , 4 7 4 ) i n t o ( 4 7 2 ) , we f i n d 
, J + r 
J T < T 
l < k < m < J 
c _ k ^ r , m ^ r 
r
 11 (y -YI ) 
_ « 'm ' k l < k < m < J 
( - i ) J + R [ ( Y T - Y ) ( Y T -1-Y ) * * • (Y,_.- , -Y ) ( Y -Y - , ) (Y -Y r>)m"(y - Y N ) ] 1 
J r J - l r r + 1 r r r - 1 r r - 2 r 1 
2 r - 1 ( - 1 ) C(Y " Y T K Y _ Y T - , ) * * * ( Y -Y ^ - . H Y -Y - , ) (Y -Y
 0 ) * * * ( Y _ Y T ) ] 
' r J r ' J - l ' r ' r + 1 ' r ' r - 1 r r - 2 ' r ' 1 
(Y - Y k ) 1 - ( 4 7 5 ) 
l < k < J 
k ^ r 
The e x p r e s s i o n ( 4 7 5 ) f o r t h e c a n b e s i m p l i f i e d s o m e w h a t . N o t e t h a t 
E q u a t i o n ( 4 4 9 ) may a l s o b e w r i t t e n i n t h e f a c t o r e d f o r m 
f ( Y ) = | [ ( Y - Y i ) = 0 , ( 4 7 6 ) 
k = 0 
w h e r e Y = 1 • T h e n , 
o 
f ( Y J * ^ill 
= TT ( Y R - Y K ) = ( Y R - D / C R , ( 4 7 7 ) 
k??r 
r = l , 2 , 3 , - - . , J . 
B u t , f r o m ( 4 4 9 ) , we h a v e a l s o 
f ' ( Y r ) = ( J + 1 ) Y ^ " J ( a + 1 ) Y ^ ' 1 = yJr 1 C ( J + l ) Y r - J ( a + l ) ] , ( 4 7 8 ) 
2 0 4 
r = l , 2 , 3 , - . . , J . 
H e n c e , c o m p a r i n g ( 4 7 7 ) w i t h ( 4 7 8 ) , we f i n d 
C r =
 ( l _ V Y r J t J ( a + 1 ) - ( J + 1 ) Y r ] 1 , r = l , 2 , 3 , - . . , J . ( 4 7 9 ) 
S u b s t i t u t i n g t h e s e v a l u e s i n t o E q u a t i o n ( 4 6 4 ) , we o b t a i n 
p . = p I < [ ( 1 - Y ) Y J ( n " l ) + J [ J ( a + l ) - ( J + l ) Y , ( 4 8 0 ) 
n»D o ^ \ ! r ' r ' r J 5 
n = l , 2 , 3 , • • • , S + 1 f o r j = l , 
n = l , 2 , 3 , - - - , S f o r j = 2 , 3 , 4 , - . . , J , 
u n d e r t h e c o n d i t i o n t h a t J a < l . 
D e t e r m i n a t i o n o f t h e R e m a i n i n g P^ R e p l a c i n g j w i t h k i n 
E q u a t i o n ( 3 7 7 ) a n d s u m m i n g t h e r e s u l t o v e r k = j , j + 1 , j + 2 , • • • , J - l l e a d s t o 
J - l 
0 =
 J . ( P s + i , k + r p s + i , k + a p s , k ) 
= P S + 1 , J " P S + l , i + a X Ps .k- • 3 = 1 . 2 . 3 . - , J - l . ( 4 8 1 ) 
C o m b i n i n g ( 3 7 8 ) a n d ( 4 8 1 ) p r o d u c e s 
P S + l , j = a P S , k > J = 1 , 2 , 3 , - - - , J ; ( 4 8 2 ) 
k = 3 
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w h e r e t h e p c , a r e k n o w n f r o m E q u a t i o n ( 4 8 0 ) . 
T h e r e f o r e , 
J J f 
P S + l , j = apo J . I V1"^ 




J + k [ J ( o + l ) - ( J + l ) Y r , ] " 1 
= a p o j { ( l - Y r ) [ J ( a t l ) - ( J + l ) Y r ] - 1 j yJrS-J+kl 
r = l ^ " k = j J 
= « P Q I < f ( Y f " J + 3 - Y f t l ) W ( < * l ) - ( J + l ) Y r r 1 } . 
r = l ^ * 
( 4 8 3 ) 
j = l , 2 , 3 , - - - , J . 
R e s u l t s C o l l e c t e d . We n o w h a v e t h e c o m p l e t e s o l u t i o n i n E q u a ­
t i o n s ( 4 8 0 , 4 8 3 ) . F o r J a = ( N X / y ) < 1 , 
S + l . j 
= P Q I { ( l - y r ) Y ^ ( n - l ) + j [ J ( a + l ) - ( J + l ) Y r r 1 k 
r = l ^ J 
n = l , 2 , 3 , - . . , S a n d j = l , 2 , 3 , • • • , J ; 
= * P 0 I " J + j - y f + 1 ) [ J ( a + i ) - ( j + i ) Y r ] - 1 } , 
r = l ^ ' 
j = l , 2 , 3 , - - - , J ; 
( 4 8 4 ) 
w h e r e t h e Y r a r e "the r o o t s o f E q u a t i o n ( 4 5 1 ) a n d w h e r e p Q i s t o b e 
e v a l u a t e d f r o m t h e n o r m a l i z i n g c o n d i t i o n 
S + l J 
1 = D + 7 y D ( 4 8 5 ) 
2 0 6 
The U n c o n d i t i o n a l S t a t e P r o b a b i l i t i e s . The p r o b a b i l i t i e s p ^ , o f 
t h e r e b e i n g n f a i l e d m a c h i n e s i n t h e s y s t e m i r r e s p e c t i v e o f t h e s e r v i c e 
p h a s e , a r e o b t a i n e d b y s u m m i n g t h e p . o v e r a l l p o s s i b l e p h a s e s 
ft»3 
j = l , 2 , 3 , • • • , J . T h u s , w i t h t h e a i d o f ( 4 4 8 ) i n s i m p l i f y i n g t h e e x p r e s ­
s i o n f o r p c , we h a v e f r o m ( 4 8 4 ) , 
n 
= P I / Y J ( n ' l ) + 1 ( l - Y J ) [ J ( c t + l ) - ( J + l ) Y r i ] " 1 } , r o L ^ \ r r r J 
r = l v 
n = l , 2 , 3 , . . . , S ; > 
S+ 
J 
x = p o ( l - J a ) I < j Y ^ S + 1 C J ( a + l ) - ( J + l ) Y r ] - 1 | ; 
r = l ^ ) 
( 4 8 6 ) 
w h e r e J a = ( N X / y ) < l , w h e r e t h e Y p a r e t h e r o o t s o f E q u a t i o n ( 4 5 1 ) , a n d 
w h e r e p i s t o b e e v a l u a t e d f r o m t h e n o r m a l i z i n g c o n d i t i o n 
o to 
S + l 
n = 0 
p = 1 . 
n 
( 4 8 7 ) 
I n t h e p r e s e n t p r o b l e m , t h e t e r m s o f t h e sum ( 4 8 7 ) f o r m g e o m e t r i c p r o ­
g r e s s i o n s i n ( Y ^ ) n s o t h a t we h a v e s i m p l y 
p = <: 
J 
r = l 
Y r ( l - J a Y ^ S ) 
J ( a + 1 ) - ( J + 1 ) Y 
- 1 
( 4 8 8 ) 
When J = 1 , t h e s o l u t i o n ( 4 8 6 * 4 8 8 ) s p e c i a l i z e s t o t h e f o r m ( 4 1 - 4 2 ) w i t h 
c = 1 ( T a y l o r a n d J a c k s o n ' s s i n g l e - s e r v e r m o d e l [ 2 3 2 ] ) ; a n d , w h e n J = 2 , 
2 0 7 
t o t h e f o r m ( 4 0 1 - 4 0 2 ) . 
The T y p e I I M o d e l w i t h C h i - S q u a r e S e r v i c i n g 
D e s c r i p t i o n o f t h e M o d e l 
I n t h i s s e c t i o n , a m o d e l w i l l b e d e r i v e d f o r t h e T y p e I I r e p a i r ­
man s y s t e m w i t h s p a r e s i n w h i c h : ( a ) t h e m a c h i n e f a i l u r e t i m e s f o l l o w 
E q u a t i o n ( 2 ) , a n e g a t i v e e x p o n e n t i a l d i s t r i b u t i o n w i t h mean 1 / A ; 
( b ) t h e m a c h i n e s e r v i c e t i m e s f o l l o w E q u a t i o n ( 3 4 2 ) , a s c a l e - m o d i f i e d 
c h i - s q u a r e d i s t r i b u t i o n w i t h 2 J d e g r e e s o f f r e e d o m a n d mean 1 / y ; a n d 
( c ) t h e r e a r e N w o r k i n g p o s i t i o n s f o r m a c h i n e s , N + S m a c h i n e s t o t a l , 
a n d a s i n g l e - s e r v e r . I n e s s e n c e , t h e s i t u a t i o n o f i n t e r e s t h e r e i s t h e 
same a s i n t h e p r e c e d i n g s e c t i o n e x c e p t t h a t t h e s y s t e m i n c o r p o r a t e s 
t h e Case I I o p e r a t i n g p o l i c y u n d e r w h i c h , a f t e r a l l s p a r e s h a v e b e e n 
e x h a u s t e d , a n u m b e r o f m a c h i n e s l e s s t h a n N c o n t i n u e s t o o p e r a t e . 
We w i l l r e t a i n t h e n o t a t i o n a n d c o n v e n t i o n s o f t h e p r e c e d i n g 
s e c t i o n . The A^ a n d y ^ a r e t h e same a s f o r T o f t a n d B o o t h r o y d ' s 
s i n g l e - s e r v e r m o d e l [ 2 4 0 ] , t h a t i s , a s g i v e n b y E q u a t i o n s ( 5 7 ) w i t h 
c = 1 . We a g a i n a p p l y t h e " m e t h o d o f s u c c e s s i v e s t a g e s " t o a r t i f i c i a l l y 
c o n s t r u c t a n e l e m e n t a r y M a r k o v p r o c e s s i n v o l v i n g J ( N + S ) + 1 s t a t e s . The 
A . a n d y . a r e 
n , 3 n , : 
A = N A , y = 0 , n = 0 ; 
o o 
A . = N A , y . = J y , n = l , 2 , 3 , • • • ,S a n d j = l , 2 , 3 , • • • , J ; j>(489) 
n» 3 N J 1 
A . = ( N + S - n ) A , y . = J y , n = S , S + l , S + 2 , • • • , N + S a n d j = l , 2 , 3 , • • • , J . J 
2 0 8 
F o r m u l a t i o n o f E q u a t i o n s 
We u s e t h e u s u a l a p p r o a c h f o r P o i s s o n q u e u e s i n f o r m u l a t i n g t h e 
e q u a t i o n s o f s t a t e . A t t e n t i o n f o c u s e s o n t h e p o s s i b l e h a p p e n i n g s i n a 
s m a l l i n t e r v a l o f t i m e A t . I f t h e p h a s e s a r e n u m b e r e d i n r e v e r s e o r d e r 
o f t h e i r e x e c u t i o n s o t h a t a u n i t e n t e r s s e r v i c e a t p h a s e J a n d c o m ­
p l e t e s s e r v i c e a t p h a s e 1 , t h e s t a t e p r o b a b i l i t i e s a t t i m e s t + A t a n d 
t a r e r e l a t e d b y 
P ( t + A t ) = ( l - N A A t ) P ( t ) + ( l - N A A t ) ( J y A t ) P , At) + 0 ( A t ) ; ( 4 9 0 ) 
o o 1 , 1 
P . . ( t + A t ) = ( l - N A A t ) ( l - J y A t ) P n . ( t ) + ( l - N A A t ) ( J y A t ) P ..At) J - j ] > J 1 » 3 + 1 
+ ( X A t ) , j = l , 2 , 3 , - - - , J - l ; ( 4 9 1 ) 
P n T ( t + A t ) = ( l - N A A t ) ( l - J y A t ) P 1 T ( t ) + ( l - N A A t ) ( J y A t ) P 0 _ ( t ) 1 , U 1 , U 2 , 1 
+ ( N A A t ) P ( t ) + 0 ( A t ) ; ( 4 9 2 ) 
o 
P . ( t + A t ) = ( l - N A A t ) ( l - J y A t ) P . ( t ) + ( l - N A A t ) ( J y A t ) P . ^ ( t ) 
n » : n , : n , 3 + l 
+ ( N A A t ) ( l - J y A t ) P . . ( t ) + ( ) ( A t ) , ( 4 9 3 ) 
n - 1 , : 
n = 2 , 3 , 4 , • • • , S a n d j = l , 2 , 3 , • • • , J - 1 ; 
P
 T ( t + A t ) = ( l - N A A t ) ( l - J y A t ) P T ( t ) + ( l - N A A t ) ( J u A t ) P A 1 n ( t ) n , J n , J n + 1 , 1 
+ ( N A A t ) ( l - J y A t ) P .
 T ( t ) + 0 ( A t ) , ( 4 9 4 ) 
n - l , J 
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P Q T ( t + A t ) = ( l - N A A t ) ( l - J y A t ) P c T ( t ) + [ l - ( N - l ) A A t ] ( J y A t ) P c • , ( t ) 
+ ( N A A t ) ( l - J y A t ) P s _ 1 j + 0 ( A t ) ; ( 4 9 5 ) 
P . ( t + A t ) = [ l - ( N + S - n ) A A t ] ( l - J y A t ) P . ( t ) + [ l - ( N + S - n ) A A t ] 
n
» J n»3 
• ( J y A t ) P . + 1 ( t ) + C ( N + S - n + l ) A A t ] 
• ( l - J y A t ) P . ( t ) + 0 ( A t ) , ( 4 9 6 ) 
n = S + l 9 S + 2 , S + 3 , • • • , N + S - 1 a n d j = l , 2 , 3 , • • • , J - 1 ; 
P.
 T ( t + A t ) = [ l - ( N + S - n ) A A t ] ( l - J y A t ) P T ( t ) + [ l - ( N + S - n - l ) A A t ] 
( J u A t ) P _ ( t ) + C ( N + S - n + l ) A A t ] 
n + 1 , 1 r-
( l - J y A t ) P n _ 1 j ( t ) + 0 ( A t ) s ( 4 9 7 ) 
n = S + l , S + 2 , S + 3 , • • • , N + S - 1 ; 
P N + S , j ( t + A t ) = ( l - J p A t ) P N + S 5 J ( t ) + ( J p A t ) P N + S , j + l ( t ) 
+ ( A A t ) ( l - J y A t ) P N + s _ 1 ( t ) + 0 ( A t ) , ( 4 9 8 ) 
j = l , 2 , 3 , . . . , J - l ; 
P N + S , J ( t + A t ) = ( l " J y A t ) P N + S , J ( t ) + ( A A t ) ( l - J t j A t ) P N + S - l j ^ ) + ^ ( A t ) ; ( 4 9 9 ) 
2 1 0 
w h e r e 0 ( A t ) d e n o t e s t h e i n c l u s i o n o f t e r m s o f a s m a l l e r o r d e r o f m a g n i ­
t u d e t h a n A t . 
R e a r r a n g i n g E q u a t i o n s ( 4 9 0 - 4 9 9 ) i n t h e u s u a l w a y t o t a k e a d v a n ­
t a g e o f r e l a t i o n ( 3 5 6 ) a n d t a k i n g t h e l i m i t a s A t - K ) , we o b t a i n t h e 
d y n a m i c e q u a t i o n s o f t h e s y s t e m , 
dP ( t ) 
= -NAP ( t ) + J u P „
 n ( t ) : ( 5 0 0 ) d t o x w ~ p 1 , 1 ' 
dP . ( t ) 
= - ( N A + J y ) P . ( t ) + J u P . . , ( t ) , j = l , 2 , 3 , - - - , J - l ; ( 5 0 1 ) 
dP ( t ) 
•—^r = - ( N A + J u ) P . _ ( t ) + J u P 0 _ ( t ) + NAP ( t ) ; ( 5 0 2 ) 
d t 1 , <J 2 , 1 o 
dP . ( t ) 
— = - ( N A + J u ) P . ( t ) + J u P . x l ( t ) + NAP . . ( t ) , ( 5 0 3 ) 
d t n , ] n , ] + l n - 1 , : 
n = 2 , 3 , 4 , • • • , S a n d j = l , 2 , 3 , • • • , J - 1 ; 
dP ( t ) 
—Sir = - ( N A + J y ) P ( t ) + J u P ^ - ( t ) + NAP^ _ ( t ) , ( 5 0 4 ) 
d t n , J n + 1 , 1 n - l , J 
n = 2 , 3 , 4 , - - - , S ; 
dP . ( t ) 
-JLa = - [ ( N + S - n ) A + J U ] P . ( t ) + J u P ^ . ( t ) 
d t n , ] p n , ] + l 
+ ( N + S - n + l ) A P _ . ( t ) , ( 5 0 5 ) 
n - 1 , : 
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n = S + l , S + 2 ,.S+3 , • • • ,N+S a n d j = l , 2 , 3 , • • • , J - 1 ; 
dP ( t ) 
— 2 ^ = - [ ( N + S - n ) A + J y ] P _ ( t ) + J y P
 A 1 A t ) 
d t n , J n + 1 , 1 
+ ( N + S - n + l ) A P .
 T ( t ) , n = S + l , S + 2 5 S + 3 5 - • • N + S - l ; 
n - l , J 9 9 9 5 
0 = - ( N A + J y ) P l j j + J y p l j j + 1 9 j = l , 2 5 3 s . - - , J - l ; 
( 5 0 6 ) 
d P M q ( t ) 
d t = - J ^ P N + S , J ( t ) + A P N t S - l , J ( t ) - ( 5 0 7 > 
I n t h e s t e a d y - s t a t e , E q u a t i o n s ( 5 0 0 - 5 0 7 ) b e c o m e 
0 = - N A p Q + J\IP_L L 9 ( 5 0 8 ) 
( 5 0 9 ) 
0 = - ( N A + J u ) p . J + J y p n 1 + NAp ; ( 5 1 0 ) 
l,u Z ,-L O 
0 = - ( N A t J y ) p n j j + J y p n j j + 1 + N A p ^ . , ( 5 1 1 ) 
n = 2 , 3 5 4 , • • - , S a n d j = l , 2 , 3 , • • • , J - l ; 
0 = - ( N A + J u ) p j + J p p n + 1 x + N A P n _ i s j > n = 2 , 3 , 4 , - . . , S ; ( 5 1 2 ) 
0 = - [ ( N + S - n ) A + J y ] p . + J y p .. + ( N + S - n + l ) A p ( 5 1 3 ) 
n
 5 3 11 9 ]"'-'- 11 9 jl 
n = S + l , S + 2 , S + 3 , • • • , N + S a n d j = l , 2 , 3 , • • • , J - l ; 
2 1 2 
0 = - [ ( N + S - n ) A + J y ] p _ + J y p . + ( N + S - n + l ) A p . ( 5 1 4 ) 
c
n,J n + 1 , 1 ^ n - l , J 




^ N + S , J + A P N + S - I , J • ( 5 1 5 ) 
M a k i n g t h e s u b s t i t u t i o n s , 
OJ = a n d a = NOJ = rr~ , ( 5 1 6 ) 
J y J y 
a n d r e a r r a n g i n g t e r m s , we c a n e x p r e s s E q u a t i o n s ( 5 0 8 - 5 1 5 ) i n t h e m o r e 
c o n v e n i e n t f o r m s 
0 = P l s l - a p Q ; ( 5 1 7 ) 
0 = P l s j + 1 " < a + D p j = l , 2 , 3 , . . . , J - l ; ( 5 1 8 ) 
0 = p 2 j l - ( a + l ) p l s J + a p o ; ( 5 1 9 ) 
0 = p . . . - ( a + l ) p . + ap . . , ( 5 2 0 ) 
n = 2 , 3 , 4 , • • • , S a n d j = l , 2 , 3 , • • • , J - 1 ; 
°
 = P n t l , l " ( a + l ) p n , J + a p n - l , J ' n = 2 , 3 , 4 , • • • , S ; ( 5 2 1 ) 
0
 = P - ^n ~ [ ( N + S - n ) w + l ] p . + ( N + S - n + l ) c o p . . , ( 5 2 2 ) 
n , ] + l r n , ] r n - l , : 9 
2 1 3 
n = S + l , S + 2 , S + 3 , " • • , N + S a n d j = l , 2 , 3 , • • • , J - 1 ; 
0 = P n ~ C ( N + S - n ) a ) + l ] p . + ( N + S - n + l ) c o p .
 T , ( 5 2 3 ) 
* n + l , l * n , J * n - l , J ' 
n = S + l , S + 2 , S + 3 , • • • , N + S - 1 ; 
S t a t i o n a r y S o l u t i o n 
E a r l i e r R e s u l t s A d a p t e d . O b s e r v e t h a t E q u a t i o n s ( 5 1 7 - 5 2 1 ) a r e 
i d e n t i c a l i n every respec t t o Equations (372-376) . I t f o l l o w s t h a t the 
ratios p . / p f o r E q u a t i o n s ( 5 1 7 - 5 2 1 ) m u s t b e t h e same a s t h o s e 
n , ] r o 
o b t a i n e d f o r E q u a t i o n s ( 3 7 2 - 3 7 6 ) i n t h e p r e v i o u s s e c t i o n . A c c o r d i n g l y , 
we h a v e f r o m E q u a t i o n s ( 4 8 0 ) , t h e r e l a t i o n s 
> i l 2 l
= I { ( l - Y r ) y ^ ( n - l ) + J C J ( a + l ) - ( J + l ) Y r ] - 1 } , ( 5 2 5 ) 
P o r = l ^ 
n = l , 2 , 3 , • • • , S + 1 f o r j = l , 
a n d n = l , 2 , 3 , • • - , S f o r j = 2 , 3 , 4 , • • • , J ; 
w h e r e Ja = ( N A / u ) < l , a n d w h e r e t h e Y p ( r = l , 2 , 3 , • • • , J ) a r e t h e r o o t s o f 
t h e r e a l p o l y n o m i a l ( 4 5 1 ) . 
S o l u t i o n R a t i o n a l e . The t a s k i s n o w r e d u c e d t o o b t a i n i n g t h e 
P n j / P Q r a t i o s f o r E q u a t i o n s ( 5 2 2 - 5 2 4 ) . The m o s t d i r e c t a p p r o a c h w o u l d 
c o n s i s t o f a n u n e m b e l l i s h e d r e c u r s i v e e v a l u a t i o n o f t h e p . : h o w e v e r , 
i t c a n b e s e e n t h a t t h e r e q u i r e d l a b o r w o u l d b e c o n s i d e r a b l y r e d u c e d i f 
2 1 4 
g e n e r a l s o l u t i o n s c o u l d b e d e v e l o p e d f o r a r b i t r a r y j a n d f i x e d n . F r o m 
( 5 2 2 ) we h a v e 
P S + L , J + L " C C N - L W L ] p s + 1 ( j = - N u p S i j > ( 5 2 6 ) 
P S + 2 , J + L - [ ( N - 2 > « * l ] P S + 2 j j = - W - D « P S + L , J « ( 5 2 ? ) 
P S + 3 J J + I - C W - ^ ^ S T A . J . = - ( N - 2 ) U P S + 2 L J ' ( 5 2 8 ) 
P S + 4 , J + L " C ( N - ^ + 1 * S + 4 , j = - ( N - 3 ) a , P S + 3 , j - ( 5 2 9 ) 
e t c . The p c . a r e k n o w n f r o m E q u a t i o n ( 5 2 5 ) . S u p p o s e we w e r e t o s o l v e 
E q u a t i o n ( 5 2 6 ) f o r P g + ^ •» s u b s t i t u t e t h i s e x p r e s s i o n i n t o E q u a t i o n 
( 5 2 7 ) a n d s o l v e f o r P s + 2 j » a n c * s o o n u n t i l f i n a l l y P N + S j was d e t e r ­
m i n e d . A t e a c h s t e p , we w o u l d b e s o l v i n g a l i n e a r , n o n h o m o g e n e o u s , 
f i r s t - o r d e r d i f f e r e n c e e q u a t i o n o f t h e f o r m 
q . + 1 - b q j = £ , j = l , 2 , 3 , - - . , J - l ; ( 5 3 0 ) 
w h e r e £ . i s a k n o w n f u n c t i o n o f j a n d b i s i n d e p e n d e n t o f j . 
( H ) 
The h o m o g e n e o u s s o l u t i o n m u s t s a t i s f y E q u a t i o n ( 5 3 0 ) w i t h 
£ . s e t t o z e r o . T h u s , 
3 
q ^ H ) = G b 3 ' " 1 , j = l , 2 , 3 , - - - , J ; ( 5 3 1 ) 
2 1 5 
( P ) 
w h e r e G i s a n a r b i t r a r y c o n s t a n t . A p a r t i c u l a r s o l u t i o n q_. t o E q u a ­
t i o n ( 5 3 0 ) may b e o b t a i n e d , b y t h e m e t h o d o f v a r i a t i o n o f p a r a m e t e r s 
( s e e A p p e n d i x ) , i n t h e f o r m 
q ( P ) = I b : " \ , j = l , 2 , 3 , - - . , J . ( 5 3 2 ) 
:
 k = l k 
T h e r e f o r e , t h e t o t a l s o l u t i o n t o E q u a t i o n ( 5 3 0 ) may b e e x p r e s s e d a s 
q . = q < H ) + q < P ) = G b ^ 1 + £ b j _ ] \ , j = l , 2 , 3 , • • • , J . ( 5 3 3 ) 
: : :
 k = l K 
I t f o l l o w s t h a t g e n e r a l s o l u t i o n s t o E q u a t i o n s ( 5 2 2 ) f o r 
n = S + l , S + 2 , S + 3 , • • • , N + S may b e o b t a i n e d f r o m a r e c u r s i v e a p p l i c a t i o n o f 
t h e r e l a t i o n s 
Pn -i = P ^ i + Pn ? n - ' j = 1 , 2 , 3 , • • • , J ; ( 5 3 4 ) 
p ( H ^ = G [ (N+S - ^ w + l l P " " 1 , j = l , 2 , 3 , - - - , J ; ( 5 3 5 ) 
N
 9 3 n 
p ( P > = - ( N + S - n + l ) a j Y { [ ( N + S - n ) o j + l ] j " k p
 n } ( 5 3 6 ) 
n , D
 k i ± r n - l , k 
j = l , 2 , 3 , - - , J , 
w h e r e t h e G n a r e a r b i t r a r y f a c t o r s i n d e p e n d e n t o f j . One o f t h e b o u n d ­
a r y c o n d i t i o n s ( 5 2 3 , 5 2 4 ) c a n b e u s e d t o d e t e r m i n e t h e v a l u e o f G a t 
J
 n 
e a c h s t e p . 
We w i l l n o w u s e t h e a b o v e s c h e m e t o o b t a i n e x p l i c i t e x p r e s s i o n s 
2 1 6 
f o r t h e P n j • As a f i r s t s t e p , we w i l l d e v e l o p t h e p e r t i n e n t r e l a t i o n ­
s h i p s f o r n = S , S + l , S + 2 , a n d S + 3 . D e f i n e 
K r = ( l - Y r ) Y ^ ( S " l ) [ J ( a + l ) - ( J + l ) Y r r 1 , r = l , 2 , 3 , . " , J . ( 5 3 7 ) 
T h e n , f r o m ( 5 2 5 ) , we e s t a b l i s h t h a t 
P q a = P . I Vr' j = l , 2 , 3 , . - . , J ; ( 5 3 8 ) 
S , j * o L 
J
 r = l 
' S + 1 . 1 = Po i Vr"- ( 5 3 9 ) 
' r = l 
F i n a l l y , f o r r e a s o n s p e r t i n e n t t o t h e m e t h o d t o b e u s e d b e l o w i n o b t a i n ­
i n g p a r t i c u l a r s o l u t i o n s , we p o i n t o u t t h a t , i n v i e w o f t h e r e s u l t 
( 4 5 8 ) , [ ( N + S - n ) w + l ] i s not a r o o t o f E q u a t i o n ( 4 5 1 ) f o r a n y v a l u e o f 
n < N + S . 
S o l u t i o n f q r n = S + l . F r o m E q u a t i o n s ( 5 2 6 , 5 3 8 ) , we h a v e 
J 
P S + 1 , J + 1 - E ( N - l ) u > + l ] p s + l j j = - N o ) P S j j = -Nu>p o ^ ( 5 4 0 ) 
j = l , 2 , 3 , - - - , J - l ; 
w h i c h may b e r e g a r d e d a s b e i n g a l i n e a r d i f f e r e n c e e q u a t i o n i n j a l o n e . 
( H ) 
The h o m o g e n e o u s s o l u t i o n p c , . m u s t s a t i s f y 
P S + l , j + l " [ ( N - l )w + L3PS+i 9 j = ° J J = 1 , 2 , 3 , . . . , J - 1 . ( 5 4 1 ) 
2 1 7 
E q u a t i o n s ( 5 4 1 ) may b e e v a l u a t e d r e c u r s i v e l y t o y i e l d 
( H ) 
B u t P s + 1 2_ a n u n k n o w n c o n s t a n t , s o we c a n a l s o w r i t e 
P S + l , j = P o G S + l C ( N ' 1 ) u + i : , : , " 1 » J = l , 2 , 3 , - . - , J ; ( 5 4 3 ) 
w h e r e G g + 1 i s i n d e p e n d e n t o f j . 
To d e t e r m i n e a p a r t i c u l a r s o l u t i o n o f E q u a t i o n ( 5 4 0 ) , we w r i t e 
, J
 r = l ' 
w h e r e t h e a r e i n d e p e n d e n t o f j , a n d a p p l y t h e " m e t h o d o f u n d e -
* 
t e r m i n e d c o e f f i c i e n t s . " S p e c i f i c a l l y , we s u b s t i t u t e ( 5 4 4 ) i n t o ( 5 4 0 ) 
t o o b t a i n 
J 
P I ( A q . _ Y j + 1 ) " [ ( N - l ) o 3 + l ] p I (A_ y j ) 
o L ,_ S + l , r ' r ^ o L n S + l , r r 
r = l ' r = l 
I n t h e p r e s e n t c a s e , p a r t i c u l a r s o l u t i o n s f o l l o w m o r e r e a d i l y 
f r o m t h e m e t h o d o f u n d e t e r m i n e d c o e f f i c i e n t s t h a n f r o m t h e m e t h o d o f 
v a r i a t i o n o f p a r a m e t e r s s u g g e s t e d e a r l i e r ( s e e E q u a t i o n ( 5 3 2 ) ) . The 
m e t h o d o f u n d e t e r m i n e d c o e f f i c i e n t s i s a p p l i c a b l e t o l i n e a r n o n h o m o g e n -
e o u s d i f f e r e n c e e q u a t i o n s h a v i n g c o n s t a n t c o e f f i c i e n t s w h e n t h e r i g h t -
h a n d s i d e i s a l i n e a r c o m b i n a t i o n o f t e r m s o f t h e f o r m s 
a 3 , , s i n ( c j ) , c o s ( c j ) , j m ( m = 0 , 1 , 2 , • • • ) , 
o r o f p r o d u c t s o f s u c h t e r m s . S e e , e . g . , H i l d e b r a n d [ 8 3 ] , p p . 2 4 2 - 2 4 4 . 
2 1 8 
J 
= " N w P 0 I K Y L ( 5 4 5 ) o u _ r r ' 
r = l 
a n d e q u a t e c o e f f i c i e n t s o f Y"' "to e s t a b l i s h t h a t 
A S + L , R = N ^ R C C N - D O R T - L ^ ] " 1 , R = L , 2 , 3 , • • • , J . ( 5 4 6 ) 
The t o t a l s o l u t i o n i s t h u s 
J 
P S + l , j = P 0 G S + l [ : ( N - l W i : i 3 " + P 0 I A S + l r ^ r ' ( 5 4 7 ) 
r = l 9 
j = l , 2 s 3 , . . . , J ; 
w h e r e o n l y p Q a n d G g + 1 r e m a i n t o b e d e t e r m i n e d . 
I n p a r t i c u l a r , 
PS+l . l = P o G S + l + P o I V l . 
r = l 
s o t h a t we h a v e f r o m ( 5 3 9 , 5 4 6 , 5 4 8 ) , 
Y , ( 5 4 8 ) 





 = P G P j _ + p I NcoK Y [ ( N - l ) i o + l - Y i f 1 , ( 5 4 9 ) 
* o L . r r o b + 1 r o L . , r r r ' 
r = l r = l 
f r o m w h i c h i t f o l l o w s t h a t 
J 
G 5 A 1 = T { K Y L - No)K Y C ( N - l ) a j + l - Y ] } S + l L ^ r r r r r 
r = l 
2 1 9 
J K y { y J [ ( N - 1 ) O 3 + 1 - y ]-NO3> j . r ' r r ' r 
r = l C ( N - 1 ) ( D + 1 - y ] 
r ' r ' r ' r ' r 
C ( N - 1 ) ( D + 1 - y ] I 
r = l ^ " ' r 
T v J + 1 J -o)K y 
v r r 
^ n ( N - 1 ) O 3 + 1 - y * 
r = l ' r 
( 5 5 0 ) 
i n v i e w o f E q u a t i o n s ( 4 4 8 , 5 1 6 ) . 
S o l u t i o n f o r n = S + 2 . We p e r f o r m t h e same s t e p s a s f o r t h e c a s e 
n = S + l . F r o m ( 5 2 7 ) , u s i n g ( 5 4 7 ) t o e x p r e s s t h e r i g h t - h a n d s i d e , we 
o b t a i n 
P S + 2 , j t l " £ ( N - 2 ) u + l _ l P s + 2 j j = - ( N - l ) 0 3 p s + l s j 
. J 
= - ( N - l ) o 3 p o { G s + 1 [ ( N - l ) a ) + l ] : , ' - L + I A s + l p Y ^ } , ( 5 5 1 ) 
r = l 5 
j = l , 2 , 3 , - - - , J - l . 
The h o m o g e n e o u s s o l u t i o n i s 
P S + 2 , j = P o G S + 2 C ( N " 2 ) a 3 + 1 ] : i " l s 3 = 1 S 2 S 3 , - - - , J ; ( 5 5 2 ) 
w h e r e G c 0 i s i n d e p e n d e n t o f j . A p a r t i c u l a r s o l u t i o n i s a s s u m e d i n 
t h e f o r m 
2 2 0 
P s t 2 , j = P o B S + 2 , S + l " 1 ' - 1 ) ^ 3 " 1 + Po I AS+2,A' ( 5 5 3 ) r = l 
w h e r e t h e u n d e t e r m i n e d c o e f f i c i e n t s S + l ' A S + 2 1 ' A S + 2 2 * 
A S + 2 3 ' * * * ' A S + 2 J a r e ^ • n ^ e P e n ( ^ e n ' t : ° f 3 • S u b s t i t u t i n g E q u a t i o n ( 5 5 3 ) 
i n t o ( 5 5 1 ) , we f i n d 
P o B S + 2
 S + l [ ( N " l ) a ) + i : , J " 1 { [ ( N " l ) a ) + i : , _ [ ( N " 2 ) a ) + i : , } 
J 
+
 P o I A S + 2 ^ r { ^ - [ ( N " " 2 ) w + 1 ] } 
= - ( N - l ) u p G c . . C ( N - l ) u ) + l ] ^ 1 - ( N - l ) w p J A 6 j , y1 . ( 5 5 4 ) 
o S + l c o L n S + l , r r 
r = l 
E q u a t i n g a p p r o p r i a t e c o e f f i c i e n t s , i t f o l l o w s t h a t 
B s + 2 , s + i = - ( N " 1 ) G s + r ( 5 5 5 ) 
A S + 2 , r = < N - 1 ) u A s + l 9 r C ( N " 2 ) b y + 1 " Y r : i r = 1 ' 2 ' 3 ' * * * ' J * ( 5 5 6 ) 
The t o t a l s o l u t i o n i s t h u s , 
P S + 2 , j = P o G S + 2 [ ( N - 2 ) w + 1 ] J " 1 + P o B S + 2 , S + l C ( N - 1 ) u + 1 = > J " 1 
+ P o I A S + 2 r Y r > j = l , 2 , 3 , • • • , J ; ( 5 5 7 ) 
r = l ' 
w h e r e o n l y p Q a n d G g + 2 r e m a i n t o b e d e t e r m i n e d . The a p p r o p r i a t e 
2 2 1 
b o u n d a r y c o n d i t i o n f o r d e t e r m i n i n g G g + 2 i s E q u a t i o n ( 5 2 3 ) w i t h n = S + l . 
S o l u t i o n f o r n = S + 3 . We p e r f o r m t h e same s t e p s a s f o r t h e c a s e 
n = S + l a n d n = S + 2 . F r o m ( 5 2 8 ) . , u s i n g ( 5 5 7 ) t o e x p r e s s t h e r i g h t - h a n d 
s i d e , we o b t a i n 
P S + 3 , j + l " C ( N - 3 ) u + 1 * > S + 3 , j = - ( N - 2 ) u P S + 2 , j 
- ( N - 2 ) ( , j p o { G s + 2 [ ( N - 2 
+
 " M , ^ ! " " - 1 ^ 1 3 3 " 1 + ^ A S + 2 , r 4 } ' ( 5 5 8 ) 
r = l ' 
j = l , 2 , 3 , - - - , J - l . 
The h o m o g e n e o u s s o l u t i o n i s 
P S + 3 , j = P o S + S ^ " 3 ^ 1 ^ ' " 1 ' J = 1 . 2 , 3 f - - - f J ; ( 5 5 9 ) 
w h e r e G g + g i s i n d e p e n d e n t o f j . 
A p a r t i c u l a r s o l u t i o n i s a s s u m e d i n t h e f o r m 
P S + 3 , j = P o V 8 , W 2 [ 0 ' - 2 ) ' , l l ] J " 1 + ^ S t S . S t l " " - 1 ' ^ " 3 " 1 
+ P o I A S + 3 , r 4 ' ( 5 6 0 ) r = l 
w h e r e t h e u n d e t e r m i n e d c o e f f i c i e n t s B g + 3 g + 2 , B g + 3 s + l > A s + 3 •]_> 
A S + 3 2 ' A S + 3 3 ' * * , , A S + 3 J a r e i n d e P e n d e n t o f j « S u b s t i t u t i n g 
222 
E q u a t i o n ( 5 6 0 ) i n t o ( 5 5 8 ) , we f i n d 
P B CXQ
 C x O [ ( N - 2 ) a ) + l ] j " 1 { [ ( N - 2 ) a 3 + l ] - [ ( N - 3 ) 0 3 + l ] } 
o b + j , b + 2 
+ P q B § + 3 s + 1 [ ( N - l ) o j + l ] : ] * " 1 { [ ( N - l ) a 3 + l ] - [ ( N - 3 ) a 3 + l ] } 
J 
+ P I A Q y^Y - E ( N - 3 ) a 3 + l ] } 
. o L . S + 3 , r r ' r 
r = l 
• ( N - 2 ) a ) p o G s + 2 [ ( N - 2 ) a 3 + l ] j " 1 - ( N - 2 ) a 3 p Q B s + 2 s + 1 [ ( N - l ) u ) - H ] j 1 
J 
• ( N - 2 ) a ) p T A Q . 0 y1 , ( 5 6 1 ) r o ^ S + 2 , r ' r * 
r = l 
E q u a t i n g a p p r o p r i a t e c o e f f i c i e n t s , i t f o l l o w s t h a t 
B S + 3 : , S + 2 = - ( N - 2 ) G S + 2 ^ ( 5 6 2 ) 
B S + 3 , S + 1 = - ( 1 / 2 ) ( N - 2 ) B S + 2 , S + l i ( 5 6 3 ) 
A S + 3 r = ( N _ 2 ) u ) A S t 2
 r C ( N - 3 ) u + 1 - Y r ] 1 » r = l , 2 , 3 , - " , J . ( 5 6 t ) 
T h e t o t a l s o l u t i o n i s t h u s , 
P S + 3 , j = P 0 G S + 3 l : ( N - 3 ) t , + 1 ] : ) " 1 + P t . B S t 3 , S + 2 [ ( ' , - 2 W l ] 3 " 1 
+
 P o B S t 3 . S + l t ( N - 1 > » t l 3 j - 1 t p o J A g ^ ^ , ( 5 6 5 ) 
2 2 3 
: J = 1 , 2 , 3 , • • • , J ; 
w h e r e o n l y p a n d G c r e m a i n t o b e d e t e r m i n e d . The a p p r o p r i a t e b o u n d -
O b t O 
a r y c o n d i t i o n f o r d e t e r m i n i n g G g + 3 i s E q u a t i o n ( 5 2 3 ) w i t h n = S + 2 . 
E x t r a p o l a t i o n t o G e n e r a l n . C o n t i n u i n g t h e a b o v e p r o c e d u r e , we 
w o u l d f i n d a t t h e kth s t e p a s o l u t i o n o f t h e f o r m 
+
 P o B S + k , S + k - 2 C ( N - k + 2 ) u + i ; | J " 1 
+
 P o B S + k , S + 1 C ( N - l ) . + i J ^ + p o ( 5 g 6 ) 
j = l , 2 , 3 , - - - , J . 
We w i l l n o w u s e a n i n d u c t i v e a p p r o a c h t o e x p r e s s t h e B a n d A i n 
* n , m n , r 
t e r m s o f k n o w n f a c t o r s a n d / o r t h e u n k n o w n c o e f f i c i e n t s G . 
n 
I t c a n b e s e e n f r o m E q u a t i o n s ( 5 4 6 , 5 5 6 , 5 6 4 ) t h a t we a r e g e n e r ­
a t i n g a s e q u e n c e o f n u m b e r s A g + ^ ^ a c c o r d i n g t o t h e r e l a t i o n s 
A s > r = V ( 5 6 7 ) 
( N - k + D o i A . 
A S t k , r * WS)» t 1 - \ ; > k - 1 . 2 . 3 . - ; ( 5 6 8 ) 
w h i c h may b e e x p r e s s e d i n t h e e q u i v a l e n t f o r m 
A_, E K j 
S , r r ' 
( N + S - n + l ) u ) A 
^ = 7 M T C — r 1 a. ? " ^ . n = S + l , S + 2 , S + 3 , 
n , r ( N + S - n )OD + 1 - Y r 
S o l v i n g E q u a t i o n s ( 5 6 9 - 5 7 0 ) r e c u r s i v e l y , we f i n d 
N* n ~ ^ K n 
M=B+I 
n = S + l , S + 2 , S + 3 , 
F r o m E q u a t i o n s ( 5 5 5 , 5 6 3 ) , we s e e t h a t we a r e g e n e r a t i n g 
s e q u e n c e o f n u m b e r s B s + k g + 2 a c c o r d i n g t o t h e r e l a t i o n s 
B S + 1 , S + 1 " G S + 1 ; 
B - - ^ N - k t 1 ) R v - 9 q a . . . . 
S + k , S + l ( k - 1 ) c S + k - l , S + l » 
w h i c h may b e e x p r e s s e d i n t h e e q u i v a l e n t f o r m 
B S + 1 , S + 1 " G S + 1 ; 
B n , S t l = B n - l , S + l ' n = S + 2 ' S + 3 ' S + l t ' 
2 2 5 
E v a l u a t i n g E q u a t i o n s ( 5 7 4 - 5 7 5 ) r e c u r s i v e l y , we f i n d 
( N - l ) ! ( - l ) n " S \ 
B n , S t l = ( N t S - n ) l ( n - S - l ) ! 9 n = S + 2 , S + 3 , S + 4 , • • • . ( 5 7 6 ) 
M o r e g e n e r a l l y , we s u s p e c t t h a t 
( N + S - m ) ! ( - l ) n " m G m 
B n , m = ( N + S - n ) ! ( n - m ) ! 9 ( 5 7 7 ) 
f o r i n t e g r a l n a n d m s u c h t h a t n > m > S + l . 
A c c o r d i n g l y , we a r e l e d t o h y p o t h e s i z e t h a t t h e r e e x i s t s a 
s e q u e n c e o f ( a r b i t r a r y ) n u m b e r s G n ( n = S + l , S + 2 , S + 3 , • • • , N + S ) s u c h t h a t 
t h e g e n e r a l s o l u t i o n t o E q u a t i o n ( 5 2 2 ) c a n b e e x p r e s s e d i n t h e f o r m 
f X 3 , n ( N + S - m ) ! ( - l ) n " m G [ ( N + S - n O a r H ] ^ 1 
P n , j " P n , j + P n , j " P o
 m = £ + 1 ( N + S - n ) ! ( n - m ) ! 
J N ! K y ] > S 
+ p Y — r r — < , ( 5 7 8 ) 
r
" ( N + S - n ) ! ~fT [ (N+S-m)o ) + l -Y ] 
m=S+l r 
n = S + l , S + 2 , S + 3 , • • • , N + S a n d j = l , 2 , 3 , • • • , J ; 
w h e r e t h e c o m p o n e n t p a r t s a r e 
p ( H ? = p G [ ( N + S - n ) a j + l ] j " 1 ; ( 5 7 9 ) 
r n , ] r o n 9 
2 2 6 
/ T 1 * n - 1 ( N + S - n O K - l ) 1 1 " ^ [ (N+S-nOu)+l] : ' 1 \P) y _ m 
P n , j P o L ' ( N + S - n ) ! ( n - m ) ! 
m—o+j_ 
J N ! K v ] u i 
+ p I ElE . ( 5 8 0 ) 
r
 (N+S-n)! Tf [(N+S-rn)(D+l-Y ] 
m = S + l r 
The f i r s t s u m m a t i o n i n (580) i s t a k e n t o b e z e r o w h e n n = S + l . 
V e r i f i c a t i o n o f t h e G e n e r a l S o l u t i o n . I t h a s a l r e a d y b e e n s h o w n 
t h a t ( 5 7 8 ) i s t h e s o l u t i o n f o r n = S + l , S + 2 , a n d S + 3 . To e s t a b l i s h t h e 
g e n e r a l v a l i d i t y o f E q u a t i o n s ( 5 7 8 - 5 8 0 ) w i t h r e s p e c t t o ( 5 2 2 ) , i t m u s t 
b e s h o w n t h a t 
0 = p ( H > - [ ( N + S - n ) u ) + l ] p ( H ? , ( 5 8 1 ) 
0 = p ( P ^ n - [ ( N + S - n ) u ) + l ] p ( P ? + ( N + S - n + l ) u ) p - ( 5 8 2 ) 
f o r a r b i t r a r y n , j i n t h e d o m a i n o f E q u a t i o n ( 5 2 2 ) . 
E q u a t i o n ( 5 8 1 ) i s c l e a r l y s a t i s f i e d b y ( 5 7 9 ) . F u r t h e r , f r o m 
E q u a t i o n s ( 5 7 8 , 5 8 0 ) , we h a v e 
P(?Ln " [ ( N + S - n ) u ) + l ] p ( P ? + (N+S-n+Doup - . 
* n , : + l F n , : " n - 1 , : 
n - 1 ( N + S - m ) ! ( - l ) n " m G [(N+S -m)oj+l] : ' 
Y m 
Po L, ( N + S - n ) ! (n-mTI m = S + l 
2 2 7 
J 
+
 P I 
° R=L 
XI1V J + 1 N " S 
N I K y w r ' r 
( N + S - n ) ! T T [(N+S-ITI)OJ+1-Y ] 
M=S+L R 
n - 1 ( N + S - m ) ! ( - l ) n m G [ ( N + S - n O o j + l ] 3 " 1 
- [ ( N + S - n ) O J + 1 ] <|p I 111 
° m = S + l ( N + S - n ) ! ( n - m ) ! 
J 
- P . I 
N I K Y J w n _ S 
r r 
r _ X
 ( N + S - n ) ! T T C ( N + S - m ) c o + l - Y ] 
m = S + l r • 
n - 1 ( N + S - m ) ! ( - l ) n " m ^ [ ( N + S - n O o j + l ] 3 1 
+ ( N + S - n + l ) o j < j p Q I — 111 
m = S + l ( N + S - n + l ) ! ( n - m - 1 ) ! 
J M t v ] n - S - 1 N J K v OJ 
r ' r 
o ^_ n - 1 
r = 1
 ( N + S - n + 1 ) ! " T T C (N+S-m)o j+ L -Y ] 
m=S+L R • 
= P, 
n - 1 
m = S + l 
( N + S - m ) ! ( - l ) n " m G [ ( N + S - m ) o j + l ] j - 1 
m 
( N + S - n ) ! ( n - m - 1 ) ! 
[ ( N + S - m ) o j + l ] [ ( N + S - n )OJ+1] ( N + S - n + l ) o j ( - 1 ) 
( n - m ) " ( n - m ) ( N + S - n + 1 ) 
+
 P I 
r = l 
, M w ] n - S - 1 N I K Y w 
r r 
n - 1 
( N + S - n ) I ™ ] T C ( N + S - m ) o j + l - Y ] 
m = S + l r 
2 2 8 
' r 
[ ( N + S - n ) c o + l - Y r ] 
[ ( N + S - n ) o ) + l ] a ) ( N + S - n + l ) o o 
[ ( N + S - n ) w + l - Y ] ( N + S - n + 1 ) _ 
= 0 , ( 5 8 3 ) 
s i n c e t h e s e c o n d f a c t o r i n e a c h t e r m v a n i s h e s i n d e p e n d e n t l y . T h u s , 
E q u a t i o n ( 5 8 2 ) i s a l s o s a t i s f i e d . I t f o l l o w s t h a t t h e g e n e r a l s o l u t i o n 
o f E q u a t i o n ( 5 2 2 ) i s g i v e n b y E q u a t i o n ( 5 7 8 ) . 
D e t e r m i n a t i o n o f t h e G . The v a l u e o f G._ _ h a s a l r e a d y b e e n 
n— S + l J 
o b t a i n e d a n d r e c o r d e d i n E q u a t i o n ( 5 5 0 ) . To d e t e r m i n e G S + 2 J w e w r i t e 
t h e b o u n d a r y c o n d i t i o n ( 5 2 3 ) , w i t h n = S + l , i n t h e f o r m 
0 = P S + 2 , 1 " [ ( N - l ) w + l ] P S + l , J + N ^ S , J 
( 5 8 4 ) 
a n d s u b s t i t u t e f r o m E q u a t i o n s ( 5 3 8 , 5 7 8 ) t o f i n d 
0 = { P o G S + 2 " P o G S + l ( N " l ) 
+ p I N ( N - 1 ) K Y o / [ ( N - 1 ) w + 1 - Y ( N - 2 ) w + 1 - Y ] ± > 
r = l 
, - 1 -
- C ( N - l ) c o + l ] { p G C x 1 [ ( N - 1 ) o j + 1 ] 
o S + l 
J - l 
J j
 n J T 
+ P G I N K ^ E C N - D c o + l ^ ] " - 1 } + N c o { p o I K ^ } . 
r = l r = l 
( 5 8 5 ) 
H e n c e , w i t h t h e a i d o f ( 4 4 8 , 5 1 6 ) , we h a v e 
2 2 9 
G S + 2 = G S + 1 { ( N _ 1 ) + t C N - D w + U > 
J 
+ I 
r = l 
NOJ2K
 Y ( 1 - 2 Y J ) r ' r r 
[ ( N - D O J + 1 - Y ] [ ( N - 2 ) O J + 1 - Y ] [ ' [ r r 
( 5 8 6 ) 
w h e r e K^ a n d G g + 1 a r e g i v e n b y E q u a t i o n s ( 5 3 7 , 5 5 0 ) . 
To d e t e r m i n e t h e r e m a i n i n g G , we w r i t e E q u a t i o n s ( 5 2 3 ) i n t h e 
f o r m 
0 = p
 n - [ ( N + S - n + 1 ) w + l ] p , j + ( N + S - n + 2 ) o j p 0 T , ( 5 8 7 ) 
n , l ^ n - l j d n - 2 , d 
n = S + 2 , S + 3 , S + 4 , • • • , N + S ; 
a n d s u b s t i t u t e f r o m E q u a t i o n ( 5 7 8 ) t o o b t a i n 
n ( N + S - m ) ! ( - l ) n " n i G 
0 = < P o ^ ( N + S - n ) ! ( n - m ) ! + P o ^ 
N I K Y W 
r r 
n - S 
m = S + l r = l ( N + S - n ) ! TT" [ ( N + S - m ) u ) + l - Y ] 
m = S + l r • 
n - 1 ( N + S - m ) ! ( - l ) n ~ m " 1 G [ ( N + S - m ) o j + l ] J " 1 
- [ ( N + S - n + l ) o j + l ] <{p I — m 
° m==S+l 
( N + S - n + 1 ) ! ( n - m - 1 ) ! 
J M t l / J n - S - 1 N !K Y w 
r ' r 
o ^ n - 1 
r = 1
 ( N + S - n + 1 ) ! T T [ ( N + S - m ) o j + l - Y ] 
m = S + l r • 
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+ ( N + S - n + 2 ) w <^  
n - 2 ( N + S - m ) ! ( - l ) n " i n ' 2 G [ ( N + S - m ) o j + l ] J " 1 
I 
m = S + l ( N + S - n + 2 ) ! ( n - m - 2 ) ! 
\j • \s J n - S - 2 
N I K v u 
r ' r 
r = l n - 2 ( N + S - n + 2 ) ! "TT [ ( N + S - m ) o j + l - Y ] 
m = S + l r • 
( 5 8 8 ) 
n = S + 3 , S + 4 , S + 5 , • • • , N + S . 
H e n c e , t r a n s p o s i n g G^ t o t h e l e f t s i d e a n d u s i n g E q u a t i o n s ( 4 4 8 , 5 1 6 ) t o 
s i m p l i f y e x p r e s s i o n s i n v o l v i n g t h e y_^, we o b t a i n t h e r e c u r r e n c e r e l a t i o n 
n - 1 C N + S - m ) ! ( - l ) n " m + 1 G 
n E ( N + S - n ) ! ( n - m ) ! m = S + l 
m ( n - m ) [ ( N + S - m ) o j + l ] ' 
1
 ( N + S - n + 1 ) 
+ I 





S [ ( n - S ) ( l - Y J ) - l ] 
r r _ r 
n 
( N + S - n + 1 ) ! ~n~~ [ ( N + S - m ) o j + l - Y ] 
m = S + l r 
( 5 8 9 ) 
n = S + 3 , S + 4 , S + 5 , • • • , N + S ; 
w h e r e K ^ , G g + , a n d G s + 2 a r e g i v e n b y E q u a t i o n s ( 5 3 7 , 5 5 0 , 5 8 6 ) . H o w ­
e v e r , c o m p a r i s o n o f E q u a t i o n s ( 5 8 6 , 5 8 9 ) s h o w s t h a t n = S + 2 may a l s o b e 
i n c l u d e d i n t h e d o m a i n o f E q u a t i o n ( 5 8 9 ) . F u r t h e r , i f t h e c o n v e n t i o n 
i s a d o p t e d t h a t u n d e f i n e d s u m m a t i o n s v a n i s h , t h e n E q u a t i o n ( 5 8 9 ) s u f ­
f i c e s a l s o t o s p e c i f y G_ . 
2 3 1 
The r a t i o s p . / p a r e n o w k n o w n f o r a l l n a n d i i n t h e p r o b l e m 
* n , j * o 
d o m a i n . I n t h i s c a s e , t h e u n u s e d b o u n d a r y c o n d i t i o n ( 5 2 4 ) i s r e d u n d a n t 
a s c a n b e s h o w n b y s u b s t i t u t i n g ( 5 7 8 ) i n t o ( 5 2 4 ) a n d u s i n g ( 4 4 8 , 5 1 6 , 5 8 9 ) 
t o e s t a b l i s h a n i d e n t i t y . The c o m p u t a t i o n s i n v o l v e d a r e q u i t e l e n g t h y 
a n d n o t i n t r i n s i c a l l y r e w a r d i n g ; h e n c e , t h e y w i l l n o t b e r e c o r d e d h e r e . 
R e s u l t s C o l l e c t e d 
The p r i n c i p a l r e s u l t s o f t h i s s e c t i o n a r e g i v e n b y E q u a t i o n s 
( 4 5 1 , 5 1 6 , 5 2 5 , 5 3 7 , 5 5 0 , 5 7 8 , 5 8 6 , 5 8 9 ) . I n s u m m a r y , f o r 
J a = JNw = ( N A / y ) < 1 , ( 5 9 0 ) 
t h e s t a t i o n a r y p r o b a b i l i t i e s a r e 
P. 
J ( n - - S ) + j 
n = l , 2 , 3 , . - . , S a n d j = l , 2 , 3 , • • • , J ; 
n ( N + S - m ) ! ( - l ) n " m G [ ( N + S - m ) o o + l ] j _ 1 
P. ( N + S - n ) ! ( n - m ) ! > ( 5 9 1 ) 
J NIK Y JW 
j n - S 
m = S + l 
n = S + l , S + 2 , , S + 3 , • • • ,N+S a n d j = l , 2 , 3 , • • • , J ; 
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w h e r e t h e ( r = l , 2 , 3 , • • • , J , ) a r e t h e n e c e s s a r i l y - d i s t i n c t r o o t s o f t h e 
r e a l p o l y n o m i a l 
J , J - l J - 2 J - 3 , 
Y - a ( y +Y +Y + - - - + Y + 1 ) = 0 ; ( 5 9 2 ) 
w h e r e 
K r = [ j ( a + l ) - ( j + l ) Y ] 9 ^ = 1 ^ , 3 , . . . 9 J ; 
/ -j v J ( S - l ) 
( 5 9 3 ) 
w h e r e t h e G a r e d e f i n e d r e c u r s i v e l y b y 
G S t l = " I 
Y J + 1 
r ' r 
r = l r 
n - 1 ( N + S - m ) ! ( - l ) n m + 1 G 
G n Ln ( N + S - n ) ! ( n - m ) ! 
m = o + i 
m 1 + 
( n - m ) [ ( N + S - m ) w + l ] t 
( N + S - n + 1 ) 
J 
+ I 
r = l 
N I K
 Y u>
n S [ ( n - S ) ( l - Y J ) - l ] 
r r ' r 
( N + S - n + 1 ) ! "TT C ( N + S - m ) o j + l - Y ] 
m = S + l r 
n = S + 2 9 S + 3 9 S + 4 , • • • , N + S ; 
( 5 9 4 ) 
E q u a t i o n ( 5 9 2 ) p r e v i o u s l y a p p e a r e d a s E q u a t i o n ( 4 5 1 ) . Some 
p r o p e r t i e s o f t h e r o o t s o f t h i s c h a r a c t e r i s t i c e q u a t i o n a r e g i v e n b y -
E q u a t i o n s ( 4 4 9 - 4 5 8 ) . 
2 3 3 
a n d w h e r e i s t o b e d e t e r m i n e d f r o m t h e n o r m a l i z i n g c o n d i t i o n , 
N+S J 
1 = P c + I I P. 
n = l j = l 
( 5 9 5 ) 
The U n c o n d i t i o n a l S t a t e P r o b a b i l i t i e s 
The p r o b a b i l i t i e s p , o f t h e r e b e i n g n f a i l e d m a c h i n e s i n t h e 
s y s t e m i r r e s p e c t i v e o f t h e s e r v i c e p h a s e , a r e o b t a i n e d b y s u m m i n g t h e 
p . o v e r a l l p o s s i b l e p h a s e s j = l , 2 , 3 , • < • , J . N o t i n g t h e o c c u r r e n c e 
n
 il 
o f g e o m e t r i c p r o g r e s s i o n s i n ( 5 9 1 ) , we h a v e 
p = P I fyl J ( n - 1 ) + 1 ( J } [ J ( o + 1 ) . ( J + 1 ) n ' o r ' r ' r r = l 
n = l , 2 , 3 , • • • , S ; 
n ( N + S - m - l ) ! ( - l ) n m + 1 G { l - [ ( N + S - m ) o ) + l ] J > 
v m 
p = p I ' — 
n
 ° m = S + l ( N + S - n ) ! ( n - m ) !OJ 
+
 P . I 
J N ! a ) n " S Y J ( S " l ) + 1 ( l - Y J ) [ J ( a + l ) - ( J + l ) Y ] _ 1 
r = l ( N + S - n ) ! T T [ ( N + S - m ) o j + l - Y ] 
m = S + l r 
n = S + l , S + 2 , S + 3 , • • • , N + S ; 
( 5 9 6 ) 
w h e r e t h e r e s t r i c t i o n s a n d d e f i n i t i o n s ( 5 9 0 , 5 9 2 , 5 9 4 ) a r e a p p l i c a b l e a n d 
w h e r e p Q i s t o b e d e t e r m i n e d f r o m t h e n o r m a l i z i n g c o n d i t i o n 
N+S 
1 = I P N -
n = 0 
( 5 9 7 ) 
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E x t e n s i o n t o M o r e C o m p l e x M o d e l s 
The i n i t i a l s t e p i n e a c h o f t h e m o d e l d e r i v a t i o n s o f t h i s c h a p t e r 
was t o u s e t h e " m e t h o d o f s u c c e s s i v e s t a g e s " t o p a r t i t i o n c h i - s q u a r e 
* 
d i s t r i b u t e d s e r v i c e t i m e s i n t o a s e t o f s u c c e s s i v e p h a s e s , e a c h h a v i n g 
a n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l l y d i s t r i b u t e d e x e c u t i o n t i m e . T h i s a r t i f i c e 
p e r m i t t e d t h e a p p l i c a t i o n o f s i m p l e P o i s s o n q u e u e i n g t h e o r y i n t h e 
f o r m u l a t i o n o f ( p a r t i t i o n e d ) e q u a t i o n s o f s t a t e f o r d e c i d e d l y n o n -
P o i s s o n p r o c e s s e s . I n e a c h c a s e , i t w a s a s s u m e d t h a t t h e m a c h i n e f a i l ­
u r e t i m e s w e r e n e g a t i v e e x p o n e n t i a l v a r i a t e s a n d t h e r e was b u t a s i n g l e 
s e r v e r . 
The m e t h o d o f s u c c e s s i v e s t a g e s c a n b e a p p l i e d t o m o r e c o m p l e x 
r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s . B a s i c a l l y , t h e p r i n c i p l e i s t o p a r t i t i o n 
every c h i - s q u a r e d i s t r i b u t e d i n t e r o c c u r r e n c e p h e n o m e n o n i n t o d i s c r e t e 
p h a s e s , e a c h p h a s e r e q u i r i n g a n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l l y d i s t r i b u t e d e x e ­
c u t i o n t i m e . I t w a s s e e n e a r l i e r i n t h e c h a p t e r h o w t h e m e t h o d a p p l i e s 
t o t h e p a r t i t i o n i n g o f s e r v i c e t i m e s . F o r c h i - s q u a r e f a i l u r e t i m e 
d i s t r i b u t i o n s , t h e r a t i o n a l e i s m u c h t h e s a m e . A m a c h i n e w o u l d b e c o n ­
s i d e r e d t o b e g i n f a i l i n g a t t h e i n s t a n t i t i s p l a c e d i n t o o p e r a t i o n . 
The c o m p l e t e f a i l u r e p r o c e s s w o u l d b e r e g a r d e d a s o c c u r r i n g i n , s a y L , 
d i s c r e t e p h a s e s , e a c h p h a s e r e q u i r i n g a n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l l y d i s ­
t r i b u t e d e x e c u t i o n t i m e . O f c o u r s e , a n e x t r a v a r i a b l e , s a y £ , w o u l d 
h a v e t o b e a d d e d t o t h e s t a t e d e s c r i p t o r t o k e e p t r a c k o f t h e c u r r e n t 
The t e r m " c h i - s q u a r e d i s t r i b u t i o n " a s u s e d i n t h i s s e c t i o n i s 
i n t e n d e d o n l y t o i n c l u d e s c a l e - m o d i f i e d c h i - s q u a r e d i s t r i b u t i o n s , w i t h 
e v e n d e g r e e s o f f r e e d o m , o f t h e t y p e s h o w n i n E q u a t i o n ( 3 4 2 ) . 
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f a i l u r e s t a t u s o f t h e w o r k i n g m a c h i n e , 
The m e t h o d o f s u c c e s s i v e s t a g e s i s e a s i l y a p p l i e d t o t h e 
formulation o f s t a t e e q u a t i o n s f o r some v e r y g e n e r a l q u e u e i n g m o d e l s 
w i t h c h i - s q u a r e d i s t r i b u t e d i n t e r o c c u r r e n c e t i m e s . The d i f f i c u l t y , 
w h i c h i s a s e r i o u s o n e , l i e s i n t h e s u b s e q u e n t t a s k o f solving t h e 
r e s u l t i n g m a s s o f m u l t i v a r i a t e e q u a t i o n s . F o r e x a m p l e , a m o d e l w i t h N 
m a c h i n e w o r k i n g p o s i t i o n s , c s e r v e r s , a n d c h i - s q u a r e d i s t r i b u t e d f a i l u r e 
a n d s e r v i c e t i m e s m i g h t r e q u i r e a s m a n y a s N + c + 1 v a r i a b l e s t o k e e p 
t r a c k o f t h e n u m b e r o f u n i t s i n t h e s e r v i c e q u e u e , t h e c u r r e n t p h a s e o f 
s e r v i c e a t e a c h c h a n n e l , a n d t h e c u r r e n t p h a s e o f f a i l u r e a t e a c h w o r k ­
i n g p o s i t i o n . O f c o u r s e , some s i m p l i f i c a t i o n may b e p o s s i b l e i f t h e 
s e r v i c e ( f a i l u r e ) t i m e s a t e a c h c h a n n e l ( w o r k i n g p o s i t i o n ) f o l l o w t h e 
same c h i - s q u a r e d i s t r i b u t i o n . I n t h i s e v e n t , i t w o u l d o n l y b e n e c e s ­
s a r y t o k e e p t r a c k o f t h e n u m b e r o f u n i t s c u r r e n t l y i n t h e j t h s e r v i c e 
(,1th f a i l u r e ) p h a s e . A t o t a l o f L + J + 1 v a r i a b l e s w o u l d b e n e e d e d . 
I f t h i s m o d i f i c a t i o n w e r e made t o o n e o f t h e m o d e l s o f t h i s 
c h a p t e r f o r t h e c a s e o f o n e w o r k i n g p o s i t i o n ( N = l ) , t h e s t a t e s o f t h e 
e l e m e n t a r y M a r k o v c h a i n w o u l d b e d e s c r i b e d b y t h e t r i p l e t s ( n , j , £ ) . 
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CHAPTER V I 
D I S C U S S I O N , CONCLUSIONS, AND RECOMMENDATIONS 
T h e I n v e s t i g a t i o n i n R e t r o s p e c t 
T h i s i n v e s t i g a t i o n h a s b e e n c o n c e r n e d w i t h t h e e x t e n s i o n o f t h e 
b o u n d s o f k n o w l e d g e r e l a t i n g t o t h e d e s i g n o f m a i n t e n a n c e f a c i l i t i e s 
a n d s p a r e s - s t o c k i n g p o l i c i e s f o r s y s t e m s w h i c h a r e e s s e n t i a l l y c h a r a c ­
t e r i z e d b y t h e u s e o f r o t a t a b l e , f l e e t - o p e r a t e d c o m p o n e n t s . The g e n e r a l 
r e s e a r c h o b j e c t i v e h a s b e e n t h e d e v e l o p m e n t o f a t h e o r e t i c a l b a s i s f o r 
t h e r e p r e s e n t a t i o n a n d s t u d y o f c o n g e s t i o n p h e n o m e n a a s s o c i a t e d w i t h t h e 
f l o w o f n o n o p e r a t i v e c o m p o n e n t s t h r o u g h a l i m i t e d - c a p a c i t y s e r v i c e 
f a c i l i t y a n d t h e i r s u b s e q u e n t s t o r a g e b e f o r e b e i n g r e t u r n e d t o u s e . 
P u r s u i t o f t h i s o b j e c t i v e l e d t o a n u m b e r o f i n t e r e s t i n g — a n d o c c a s s i o n -
a l l y u n e x p e c t e d — r e s u l t s . 
The p a t h o f s t u d y t o t h e d e v e l o p m e n t o f " r e p a i r m a n m o d e l s w i t h 
s p a r e s " h a s p r o c e e d e d t h r o u g h s e v e r a l a r e a s o f t h e q u e u e i n g t h e o r y 
l i t e r a t u r e — r e p a i r m a n m o d e l s , c y c l i c q u e u e s , f i n i t e q u e u e s , n e t w o r k s 
o f q u e u e s , e t c . — a n d i n v o l v e d a n u m b e r o f r e l a t e d i n v e s t i g a t i v e t e c h ­
n i q u e s . An i n i t i a l c o n c e r n w a s t h e f i n d i n g o f a m e t h o d o l o g i c a l b a c k ­
g r o u n d t o s u p p l e m e n t t h e m e a g e r o f f e r i n g s o f t h e f e w p a p e r s i d e n t i f i a b l e 
a s t r e a t i n g r e p a i r m a n p r o b l e m s w i t h s p a r e s . I t w a s f o u n d t h a t t h e 
l i t e r a t u r e o n r e p a i r m a n m o d e l s , t h e d i r e c t h i s t o r i c a l a n d n a t u r a l 
A 
m e t h o d o l o g i c a l p r e c u r s o r s t o r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s , p r o v i d e s a 
A 
I t was i n f a c t t h i s r e l a t i o n s h i p t h a t p r o m p t e d t h e name 
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" r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s . " 
r i c h s o u r c e o f t h e o r y , a n a l y t i c t e c h n i q u e s , a n d p r o c e d u r a l p h i l o s o p h y 
o f p o t e n t i a l u s e f u l n e s s t o a n y s t u d y i n t h e r e a l m o f r e p a i r m a n m o d e l s 
w i t h s p a r e s . 
By c o n t r a s t i n g t h e r e l a t i v e b o u n d s o f k n o w l e d g e o n r e g u l a r 
r e p a i r m a n m o d e l s ( C h a p t e r I I ) a n d t h o s e w i t h s p a r e s ( C h a p t e r I I I ) , i t 
was p o s s i b l e t o o b t a i n a m e a s u r e o f t h e r e l a t i v e l e v e l o f d e v e l o p m e n t 
o f t h e o r y on r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s . The e x i s t i n g r e p a i r m a n 
m o d e l s w i t h s p a r e s , n a m e l y t h e m o d e l s o f T a y l o r a n d J a c k s o n [ 2 3 2 ] a n d 
T o f t a n d B o o t h r o y d [ 2 4 0 ] , w e r e s e e n t o b e a n a l o g o u s t o t h e o r i g i n a l 
r e p a i r m a n m o d e l d e v i s e d b y P a l m [ 1 7 3 ] i n 1 9 4 7 . E v e n t h e l i m i t e d l e v e l 
o f t h e o r e t i c a l s o p h i s t i c a t i o n s u g g e s t e d b y t h e s e m o d e l s w a s d i m i n i s h e d 
w h e n i t w a s s h o w n t h a t b o t h m o d e l s ( a n d P a l m ' s m o d e l a s w e l l ) f o l l o w 
r e a d i l y f r o m a n a p p r o p r i a t e c h o i c e o f p a r a m e t e r s i n t h e e q u a t i o n s ( 1 0 -
1 1 ) o f t h e g e n e r a l b i r t h - a n d - d e a t h m o d e l o f s t o c h a s t i c - p r o c e s s e s t h e o r y . 
A n o t h e r b e n e f i t o f t h e c o n t r a s t w a s a n i n d i c a t i o n , b y a n a l o g y , 
o f u n s o l v e d r e p a i r m a n p r o b l e m s w i t h s p a r e s f o r w h i c h s o l u t i o n s w o u l d b e 
d e s i r a b l e , w e l c o m e , a n d w o r t h w h i l e . A n u m b e r o f t h e s e m o d e l s w e r e 
d e r i v e d i n t h e p r e s e n t i n v e s t i g a t i o n ; h o w e v e r , many m o r e r e m a i n t o b e 
d e v e l o p e d . The s t u d y o f r e p a i r m a n p r o b l e m s w i t h s p a r e s may b e r e g a r d e d 
a s a n e a r l y v i r g i n a l a r e a o f p r o f i t a b l e r e s e a r c h w i t h i n t h e g e n e r a l 
r e a l m o f q u e u e i n g t h e o r y a p p l i c a t i o n s . 
The l e s s o n s l e a r n e d f r o m t h i s c o n t r a s t o f r e g u l a r r e p a i r m a n 
m o d e l s a n d t h o s e w i t h s p a r e s w e r e a p p l i e d t o g o o d a d v a n t a g e i n t h e 
d e v e l o p m e n t o f n e w r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s i n C h a p t e r I V . The 
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p r i n c i p a l r e s u l t s a r e o u t l i n e d i n T a b l e 1 . These mode ls w i l l be d i s ­
cussed be low w i t h emphas is on t h e i r g e n e r a l r e l e v a n c e t o t h e s t u d y o f 
r e p a i r m a n models w i t h s p a r e s . More s p e c i f i c comments on t h e a t t r i b u t e s 
o f i n d i v i d u a l models were g i v e n a t t h e t i m e t h e s e mode ls were p r e s e n t e d 
and w i l l n o t be r e p e a t e d h e r e . 
The g e n e r a l b i r t h - a n d - d e a t h e q u a t i o n s ( 1 0 - 1 1 ) were a p p l i e d , w i t h 
an a p p r o p r i a t e c h o i c e o f p a r a m e t e r s , t o t h e deve lopmen t o f mode ls i n ­
v o l v i n g s p a r e s w h i c h c o u l d f a i l d u r i n g s t o r a g e ( T a b l e 1 , Nos . 3 - 5 ) . 
The models were shown t o i n c l u d e T a y l o r and J a c k s o n ' s and T o f t and 
B o o t h r o y d ' s m o d e l s as s p e c i a l i n s t a n c e s . The m o d e l s o b t a i n e d a r e , o f 
c o u r s e , j u s t one p o s s i b l e a p p l i c a t i o n o f t h e g e n e r a l b i r t h - a n d - d e a t h 
e q u a t i o n s . Many more r e p a i r m a n mode ls w i t h s p a r e s can be d e v e l o p e d i n 
t h e same way s i n c e t h e e q u a t i o n s p e r m i t s p e c i f i c a t i o n o f t h e a r r i v a l and 
s e r v i c e r a t e s , A and y , as f u n c t i o n s o f t h e s y s t e m ' s s t a t e v a r i a b l e 
n n J 
«* 
n . 
I n t e r m s o f r e s u l t s o b t a i n e d , t h e most v a l u a b l e f o r m u l a t i o n t e c h ­
n i q u e f o r P o i s s o n m o d e l s , t h a t i s , f o r models w i t h n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l l y 
d i s t r i b u t e d i n t e r o c c u r r e n c e t i m e s , p r o v e d t o be t h a t o f r e l a t i n g t h e 
s y s t e m ' s s t a t e p r o b a b i l i t i e s o f t i m e s t + A t and t t h r o u g h a c o n s i d e r a ­
t i o n o f t h e p o s s i b l e happen ings d u r i n g the s m a l l i n t e r v a l A t . The 
r e s u l t i n g e x p r e s s i o n , when e v a l u a t e d as A t -K) , y i e l d s t h e dynamic e q u a ­
t i o n s g o v e r n i n g t h e s y s t e m , a n d , f r o m t h e s e , t h e s t a t i o n a r y e q u a t i o n s 
I n t h e case o f i n f i n i t e - w a i t i n g - l i n e q u e u e i n g m o d e l s , t h i s 
f l e x i b i l i t y o f r e p r e s e n t a t i o n has been used t o d e p i c t such i n t e r e s t i n g 
phenomena as b a l k i n g , t r u n c a t e d w a i t i n g l i n e s , a r r i v a l d i s c o u r a g e m e n t , 
immed ia te s e r v i c i n g , and o t h e r f o r m s o f a d a p t i v e a r r i v a l and s e r v i c i n g 
b e h a v i o r . 
T a b l e 1 . O u t l i n e o f P r i n c i p a l R e s u l t s : A G u i d e t o 
R e p a i r m a n M o d e l s w i t h S p a r e s T r e a t e d i n t h e T e x t 
No. 
Chapter, Section Title, 


























Solution Remarks, Significant Subcases 
1. Taylor and Jackson's model 
[2 32], reviewed in Chapter III 
I Adaptation of General 
Birth-and-Death model 
shown in Chapter III (cf. method in [232]) 
Equations (40) c N+S S N Equations (6-8) Equations (9) Equations (41-42) One of two pre-existing repairman models with spares. May be obtained as a subcase of the general birth and 
death model (equations (6-11)). 
2. Toft and Boothroyd's model [240], reviewed in Chapter III II Adaptation of General Birth-and-Death model 
(cf. method in [240]) 
(57-58) N+S S N (6-8) (9) (59-61) One of two pre-existing repairman models with spares. 
May be obtained as subcase of birth-and-death model. 
May also be obtained from adaptation of Koenigsburg's 
two-stage cyclic queueing model [139] (271-277) as 
shown in Chapter IV. 
3. IV. "Models with Spares which 
Fail in Storage"—Units in 
spares inventory fail negative-
exponentially with mean rate 
yX, OSySl, where X is mean 
failure rate of all operating 
unit. 
I Birth and Death (67) c N+S S N (6-8) (9) 
-
(68-71) With y=0, have Taylor and Jackson's model. With y = l, 




Birth and Death (74) c N+S S N (6-8) (9) 
-
(75-76), (69-70) With y=0, have Toft and Boothroyd's model. With y=l, have the specialized model (76-77). 
5 . 
S<c 
Birth and Death (78) c N+S s N (6-8) (9) - (79,76), (69-70) With y=o, have Toft and Boothroyd's model. With y=l, have the specialized model (80,76). 
6. IV. "A Model with Extended 
Service Intervals"--After a 
system breakdown, an extended 
service interval ensues in 
which all but x (0<x<S) units 
are made operative. The sys­
tem is then restarted (with 




sideration of the 
possible happenings 
during a small inter­
val At as At-K) 
N+S S N ( 82-86) , ( 89-90) (91-9 8), (116-122) (111-115) With x=S, have Taylor and Jackson's model. 
7. I 
x<c 
Events during At as 
At-K) c N+S S N ( 82-88), (90) (123-131), (15 8-165), (166-172) 
(134-135), (157), (149-150), (155),(115) 
Type I models--The system breaks down when there are less than N operative units and is not restarted until servicing restores the 
operative number to N. 
Type II models—The system operates at reduced capacity when there are less than N operative units. 
A unit's failure and service times are negative-exponential variates (see Equation (2)) in models 1-14. In models 15-16, failure times 
are negative-exponential variates; however, service times follow a chi-square distribution (see Equation (342)) with even degrees of freedom. 
These latter service times are also referred to as Erlang, gamma, or Pearson type-Ill variates. 
T a b l e 1 . O u t l i n e o f P r i n c i p a l R e s u l t s : A G u i d e t o 
R e p a i r m a n M o d e l s w i t h S p a r e s T r e a t e d i n t h e T e x t 
( C o n t i n u e d ) 
NO. 
CHAPTER, SECTION TITLE, 
CHARACTERIZATION SI 
TYPE FORMULAT ION 
TRANSITION 
RATES*" 




















EQUATIONS DYNAMIC SOLUTION STATIONARY SOLUTION REMARKS, SIGNIFICANT SUBCASES 
8. IV. "A TIME-DEPENDENT MODEL"— THE TIME-DEPENDENT VERSION OF 
TAYLOR AND JACKSON'S MODEL 
WITH ONE SERVER 
I BIRTH AND DEATH (40) C+L 
S+W 
1 - N+W W N (173-174) (9) (199), (203), (182-183), (212-215) 
(41-42) THE DYNAMIC SOLUTION IS OBTAINED IN THE LAPLACE-
TRANSFORM DOMAIN. TRANSLATION TO THE TIME-DOMAIN IS 
INDICATED. 
9. IV. "A MODEL INVOLVING ANCIL­LARY DUTIES"—INTERVALS SEP­
ARATING CALLS FOR ANCILLARY 
DUTY AND DURATIONS OF ANCIL­
LARY DUTY ARE NEGATIVE-
I EQUATIONS (216-221); EVENTS DURING AT AS 
AT-K) 
(40) 
C + 1 
AUGMENTED 
1 N+S S N (222-227) (228-233) (243-244), (246-247) , (253-254), (234) 
PROCESS IS LIKE THAT STUDIED BY TAYLOR AND JACKSON BUT 
HAS THE ADDITIONAL RAMIFICATION OF ANCILLARY DUTIES. 
10. IV. "MODELS INVOLVING FAULTY 
REPAIRS"—A NEWLY REPAIRED 
UNIT IMMEDIATELY FAILS WITH 
PROBABILITY A (0<A<L) AND RE­
ENTERS THE REPAIR QUEUE . THE 
PROCESS IS ENVISIONED AS RE­
PAIR FOLLOWED BY YES-NO QUALITY CONTROL TESTING 
I EQUATIONS (256-262); EVENTS DURING AT AS 
AT-K). LATER SHOWN TO 
BE SUBCASE OF BIRTH-
AND-DEATH MODEL 
(263) N+S S N (6-8) (9) (264-265) MODEL IS ANALOGOUS TO A TWO-STAGE CYCLIC QUEUE WITH 
SELF-FEEDBACK AT THE SERVICE STAGE. MODEL IS FOUND TO 
BE EQUIVALENT TO TAYLOR AND JACKSON'S MODEL WITH MEAN 
SERVICE RATE OF A REPAIRMAN REDUCED BY THE FACTOR (1-CI). IT IS DEMONSTRATED THAT TOTAL TIME TO SUCCESS­
FULLY RESTORE A UNIT TO SERVICEABILITY IS A NEGATIVE-
EXPONENTIAL VARIATE WITH MEAN L/[(L-CT)U]. 
11. II BIRTH-AND-DEATH (BY ANALOGY WITH MODEL 
NO. 10) 
(57-58) N+S S N (6-8) (9) (269-270) , MODEL IS EQUIVALENT TO TOFT AND BOOTHROYD'S MODEL WITH MEAN SERVICE RATE REDUCED BY THE FACTOR (1-A). TOTAL 
TIME TO SUCCESSFULLY RESTORE A UNIT TO SERVICEABILITY 
IS A NEGATIVE-EXPONENTIAL VARIATE WITH MEAN 
L/[(L-A)N]. 
12. IV. "MODELS WITH TRANSIT 
DELAYS"—UNITS SUFFER NEGATIVE-
EXPONENTIALLY DISTRIBUTED 
TRANSIT DELAYS IN MOVING FROM 
OPERATING POSITIONS TO THE 
REPAIR FACILITY AND VICE 
VERSA. 
II ADAPTATION OF 
PELCZYNSKI'S MODEL [177] OF A CLOSED 
NETWORK OF M|M|C STA­
TIONS WITH STOCHASTIC 
TRANSITIONS FROM STA­
TION I TO STATION J 






S N (287-293) ( 305-307) , (310-312) SOLUTION MAKES USE OF PELCZYNSKI'S MODEL WHICH IS ELUCIDATED IN EQUATIONS (2 87-290), (294) OF CHAPTER IV. THE SYSTEM IS LIKE THAT STUDIED BY TOFT AND 
BOOTHROYD, BUT THE ASSUMPTION OF INSTANTANEOUS UNIT 
MOVEMENTS IS REPLACED WITH THAT OF NEGATIVE-
EXPONENTIALLY DISTRIBUTED TRANSIT TIMES. 
'TYPE I MODELS—THE SYSTEM BREAKS DOWN WHEN THERE ARE LESS THAN N OPERATIVE UNITS AND IS NOT RESTARTED UNTIL SERVICING RESTORES THE 
OPERATIVE NUMBER TO N. 
TYPE II MODELS—THE SYSTEM OPERATES AT REDUCED CAPACITY WHEN THERE ARE LESS THAN N OPERATIVE UNITS. 
"A UNIT'S FAILURE AND SERVICE TIMES ARE NEGATIVE-EXPONENTIAL VARIATES (SEE EQUATION (2)) IN MODELS 1-14. IN MODELS 15-16, FAILURE TIMES 
ARE NEGATIVE-EXPONENTIAL VARIATES; HOWEVER, SERVICE TIMES FOLLOW A CHI-SQUARE DISTRIBUTION (SEE EQUATION (342)) WITH EVEN DEGREES OF FREEDOM. 
THESE LATTER SERVICE TIMES ARE ALSO REFERRED TO AS ERLANG, GAMMA, OR PEARSON TYPE-ILL VARIATES. 
T a b l e 1 . O u t l i n e o f P r i n c i p a l R e s u l t s : A G u i d e t o 
R e p a i r m a n M o d e l s w i t h S p a r e s T r e a t e d i n t h e T e x t 
( C o n t i n u e d ) 
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CHAPTER, SECTION TITLE, 
CHARACTERIZATION TYPE* FORMULATION 
TRANSITION 


















EQUATIONS DYNAMIC SOLUTION STATIONARY SOLUTION REMARKS, SIGNIFICANT SUBCASES 
1 3 , IV. "MODELS WITH TRANSIT 
DELAYS"—UNITS SUFFER GENERAL­
LY DISTRIBUTED TRANSIT DELAYS 
IN MOVING FROM OPERATING POSI­
TIONS TO THE REPAIR FACILITY 
AND VICE VERSA. 
II ADAPTATION OF POSNER AND BERNHOLTZ'S 
CYCLIC QUEUEING MODEL [ 1 8 0 ] WITH GENERALLY 
DISTRIBUTED INTER­







M-N N ( 3 1 8 - 3 2 1 ) , -
( 3 0 6 - 3 0 7 ) 
LU. IV4 "A PROBLEM IN SERVICING AIRCRAFT ENGINES"—UNITS FAIL 
IN TWO POSSIBLE WAYS. AFTER 
INSPECTION, FAILED UNITS GO TO 
ONE OF TWO DISCRETE REPAIR. 
FACILITIES ACCORDING TO THE 
FAILURE MODE. 
II ADAPTATION OF PELCZYNSKI'S MODEL 






M-N N (287-290) ( 3 3 7 - 3 4 1 ) ALTHOUGH THIS MODEL IS A REPAIRMAN MODEL WITH SPARES V X A
 INTERPRETATION, IT IS MORE PROPERLY CLASSIFIED 
AS A "FINITE QUEUE" MODEL. 
1 5 . V. "THE TYPE I MODEL WITH 
CHI-SQUARE SERVICING" 
1 EQUATIONS ( 3 4 8 - 3 5 5 ) ; 
EVENTS IN AT AS AT-K). 




1 N+S s N (357-363) (371-378) 
-
( 4 8 4 - 4 8 5 ) , 
( 4 5 1 ) , 
( 4 8 6 , 4 8 8 ) 
WITH TWO DEGREES OF FREEDOM, THE MODEL SPECIALIZES 
TO TAYLOR AND JACKSON'S SINGLE-SERVER MODEL. 
1 6 , V. "THE TYPE II MODEL WITH 
CHI-SQUARE SERVICING" II EQUATIONS ( 4 9 0 - 4 9 9 ) ; EVENTS IN AT AS AT-K). 




I N+S S N (500-507) (516-524) ( 5 9 0 - 5 9 7 ) , 
(451) 
WITH TWO DEGREES OF FREEDOM, THE MODEL SPECIALIZES 
TO TOFT AND BOOTHROYD'S SINGLE-SERVER MODEL. 
TYPE I MODELS—THE SYSTEM BREAKS DOWN WHEN THERE ARE LESS THAN N OPERATIVE UNITS AND IS NOT RESTARTED UNTIL SERVICING RESTORES THE 
OPERATIVE NUMBER TO N. 
TYPE II MODELS-THE SYSTEM OPERATES AT REDUCED CAPACITY WHEN THERE ARE LESS THAN N OPERATIVE UNITS. 
A UNIT'S FAILURE AND SERVICE TIMES ARE NEGATIVE-EXPONENTIAL VARIATES (SEE EQUATION (2)) IN MODELS 1-14. IN MODELS 15-16, FAILURE TIMES 
ARE NEGATIVE-EXPONENTIAL VARIATES; HOWEVER, SERVICE TIMES FOLLOW A CHI-SQUARE DISTRIBUTION (SEE EQUATION (342)) WITH EVEN DEGREES OF FREEDOM. 
THESE LATTER SERVICE TIMES ARE ALSO REFERRED TO AS ERLANG, GAMMA, OR PEARSON TYPE-ILL VARIATES. 
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e a s i l y f o l l o w . The p r o c e d u r e was a p p l i e d i n C h a p t e r I V , w h e r e i t was 
u s e d t o f o r m u l a t e r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s i n v o l v i n g e x t e n d e d 
s e r v i c e i n t e r v a l s ( T a b l e 1 , N o s . 6 - 7 ) , a n c i l l a r y d u t i e s ( N o . 9 ) , a n d 
f a u l t y r e p a i r s ( N o s . 1 0 - 1 1 ) a n d i n C h a p t e r V , w h e r e i t was a p p l i e d 
t h r o u g h a " m e t h o d o f s t a g e s " t o t h e f o r m u l a t i o n o f m o d e l s i n v o l v i n g 
c h i - s q u a r e d i s t r i b u t e d s e r v i c e t i m e s ( T a b l e 1 , N o s . 1 5 - 1 6 ) . 
T h i s a p p r o a c h , w h i c h w i l l u n d o u b t e d l y p l a y a n i m p o r t a n t r o l e i n 
f u t u r e i n v e s t i g a t i o n s o f r e p a i r m a n p r o b l e m s w i t h s p a r e s , i s i n f a c t t h e 
f i r s t f o r m a l , a n d n o w f u n d a m e n t a l , m o d e l f o r m u l a t i o n t e c h n i q u e o f t h e 
t h e o r y o f P o i s s o n q u e u e s . I t was t h e t e c h n i q u e w h i c h P a l m , T a y l o r a n d 
J a c k s o n , T o f t a n d B o o t h r o y d , a n d m a n y o t h e r r e s e a r c h e r s ( s u r v e y e d i n 
C h a p t e r s I I a n d I I I ) u s e d t o f o r m u l a t e t h e i r m o d e l s . I n d e e d , b y t r a c i n g 
b a c k t o o r i g i n a l s o u r c e s i n t h e l i t e r a t u r e , i t w i l l b e f o u n d t h a t t h e 
t e c h n i q u e u n d e r l i e s e v e r y m o d e l f o r m u l a t i o n s c h e m e u s e d i n t h e p r e s e n t 
i n v e s t i g a t i o n . 
One k e y t o t h e s u c c e s s f u l a n d v a l i d a p p l i c a t i o n o f t h i s f u n d a ­
m e n t a l f o r m u l a t i o n m e t h o d o f P o i s s o n q u e u e s i s t h e s e l e c t i o n o f a n 
a p p r o p r i a t e s e t o f s t a t e s o f t h e s y s t e m among w h i c h t r a n s i t i o n s w i l l 
f o l l o w a M a r k o v p r o c e s s . I n some c a s e s , t h i s s t e p c a n b e a c c o m p l i s h e d 
i n a s t r a i g h t f o r w a r d m a n n e r ; i n o t h e r s , some d e v i c e s u c h a s t h e s o -
c a l l e d " s u p p l e m e n t a r y v a r i a b l e t e c h n i q u e " m u s t b e e m p l o y e d t o e n s u r e 
t h a t t h e c h o s e n s t a t e s o f t h e s y s t e m w i l l f o r m a M a r k o v c h a i n . F o r 
e x a m p l e , i n o r d e r t o f o r m u l a t e t h e r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s o f 
C h a p t e r I V w h i c h i n v o l v e e x t e n d e d s e r v i c e I n t e r v a l s ( T a b l e 1 , N o s . 6 -
7 ) , i t was n e c e s s a r y t o i n c l u d e a n u m b e r o f s u p p l e m e n t a r y s e r v i c i n g 
s t a t e s w h i c h t h e m s e l v e s h a d n o r e l e v a n t p h y s i c a l m e a n i n g , b u t w h i c h 
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p e r m i t t e d a l l t r a n s i t i o n t i m e s t o o c c u r a c c o r d i n g t o t h e m e m o r y l e s s 
( M a r k o v i a n ) n e g a t i v e e x p o n e n t i a l d i s t r i b u t i o n . T h i s d e v i c e p e r m i t t e d 
t h e r e p r e s e n t a t i o n o f a r t i f i c i a l l y e x t e n d e d ( e . g . , v i a p o l i c y ) s e r v i c e 
i n t e r v a l s s o t h a t o n e c o u l d a d d r e s s t h r o u g h m o d e l m a n i p u l a t i o n s u c h 
c o n s i d e r a t i o n s a s t h e a p p r o p r i a t e n u m b e r o f w o r k a b l e s p a r e s t o a c c u m u ­
l a t e b e f o r e r e s t a r t i n g a f a i l e d s y s t e m . 
The f u n d a m e n t a l f o r m u l a t i o n t e c h n i q u e d o e s n o t h a v e t o b e c o n ­
f i n e d t o s i m p l e f a i l u r e / r e p a i r m o d e l s . F o r e x a m p l e , i t may b e a p p l i e d 
t o t h e f o r m u l a t i o n o f m o d e l s i n v o l v i n g s e v e r a l i n d e p e n d e n t a r r i v a l 
s o u r c e s a s w a s s h o w n i n C h a p t e r I V i n t h e d e r i v a t i o n o f r e p a i r m a n m o d e l s 
w i t h s p a r e s i n w h i c h d e m a n d s f o r a n c i l l a r y w o r k a r r i v e d a t n e g a t i v e -
e x p o n e n t i a l l y d i s t r i b u t e d i n t e r v a l s a n d l a s t e d f o r p e r i o d s o f t i m e t h a t 
w e r e a l s o n e g a t i v e - e x p o n e n t i a l l y d i s t r i b u t e d ( T a b l e 1 , N o . 9 ) . F u r t h e r , 
t i m e - a n d s t a t e - i n d e p e n d e n t s t o c h a s t i c p h e n o m e n a may b e i n c l u d e d i n s u c h 
f o r m u l a t i o n s . F o r e x a m p l e , i n C h a p t e r I V , r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s , 
i n w h i c h a n e w l y r e p a i r e d u n i t i m m e d i a t e l y f a i l s w i t h p r o b a b i l i t y a 
( 0 < a < l ) , w e r e c r e a t e d b y s i m p l y p a r t i t i o n i n g t h e s e r v i c e r a t e y i n t o 
c o m p o n e n t s a y a n d ( l - a ) y a n d i n t r o d u c i n g t h e n o t i o n o f v i r t u a l t r a n s i ­
t i o n s f r o m a p a r t i c u l a r s t a t e t o i t s e l f ( T a b l e 1 , N o s . 1 0 - 1 1 ) . 
The f u n d a m e n t a l f o r m u l a t i o n t e c h n i q u e o f P o i s s o n q u e u e s i s a 
p o w e r f u l a n d v a l u a b l e t o o l f o r t h e d e v e l o p m e n t o f e q u a t i o n s o f s t a t e 
f o r P o i s s o n r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s . H o w e v e r , t h e t e c h n i q u e i s 
o n l y a f o r m u l a t i o n s c h e m e . I t i s e n t i r e l y a d i f f e r e n t m a t t e r t o s o l v e 
t h e r e s u l t i n g s e t o f d i f f e r e n t i a l - d i f f e r e n c e e q u a t i o n s r e l a t i n g t h e 
d y n a m i c p r o b a b i l i t i e s , o r t h e s e t o f d i f f e r e n c e e q u a t i o n s r e l a t i n g t h e 
s t a t i o n a r y p r o b a b i l i t i e s , i n o r d e r t o o b t a i n e x p l i c i t e x p r e s s i o n s f o r 
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t h e s t a t e p r o b a b i l i t i e s . As d i s c u s s e d passim i n C h a p t e r s I V a n d . V , t h e 
e x i s t i n g t e c h n i q u e s f o r s o l v i n g d i f f e r e n c e e q u a t i o n s a r e s e v e r e l y 
l i m i t e d i n s c o p e . T h i s l i m i t a t i o n i s p r o b a b l y t h e p r i m a r y o b s t a c l e 
t h a t w i l l h a v e t o b e o v e r c o m e i n f u t u r e i n v e s t i g a t i o n s o f P o i s s o n 
r e p a i r m a n p r o b l e m s w i t h s p a r e s . 
R e l a t i v e t o t h e p o t e n t i a l d i f f i c u l t y o f s o l v i n g e q u a t i o n s o f 
s t a t e , i t s h o u l d b e o b s e r v e d t h a t s t e a d y - s t a t e s o l u t i o n s a r e i n v a r i a b l y 
e a s i e r t o o b t a i n t h a n a r e d y n a m i c s o l u t i o n s . One d e m o n s t r a t i o n o f t h i s 
f a c t a p p e a r s i n C h a p t e r I V w h e r e a s i n g l e - s e r v e r , t i m e - d e p e n d e n t a n a ­
l o g u e t o T a y l o r a n d J a c k s o n ' s m o d e l was o b t a i n e d i n L a p l a c e - t r a n s f o r m 
d o m a i n o n l y a f t e r some l a b o r i o u s c o m p u t a t i o n s ( T a b l e 1 , N o . 8 ) . The 
a n a l o g o u s m u l t i s e r v e r , s t a t i o n a r y m o d e l was o b t a i n e d b y T a y l o r a n d 
J a c k s o n f r o m a s t r a i g h t f o r w a r d i n d u c t i o n a n d i n t h e p r e s e n t i n v e s t i g a ­
t i o n b y s i m p l y m a k i n g an a p p r o p r i a t e s u b s t i t u t i o n i n t o t h e e q u a t i o n s 
( 1 0 - 1 1 ) o f t h e g e n e r a l b i r t h - a n d - d e a t h m o d e l . I t may b e c o n c l u d e d t h a t 
s t e a d y - s t a t e r e s u l t s w i l l p r e d o m i n a t e i n f u t u r e i n v e s t i g a t i o n s o f 
r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s j u s t a s t h e y h a v e i n t h e p r e s e n t i n v e s t i ­
g a t i o n . 
The t h e o r e t i c a l b a c k g r o u n d s u p p o r t i n g t h e s t u d y o f r e p a i r m a n 
m o d e l s w i t h s p a r e s was f u r t h e r a u g m e n t e d i n t h e l a t t e r s e c t i o n s o f 
C h a p t e r I I I w i t h t h e i n t r o d u c t i o n o f t o p i c s f r o m q u e u e i n g n e t w o r k 
t h e o r y . I n a s c e n d i n g o r d e r o f c o m p l e x i t y a n d g e n e r a l i t y , t h e h i e r a r c h y 
o f m o d e l s d i s c u s s e d w a s : ( l ) r e p a i r m a n m o d e l s , ( 2 ) r e p a i r m a n m o d e l s 
w i t h s p a r e s , ( 3 ) c y c l i c q u e u e s , ( 4 ) f i n i t e q u e u e s , a n d ( 5 ) n e t w o r k s o f 
q u e u e s . C o n c e p t u a l l y , e a c h g r o u p o f m o d e l s may b e v i e w e d a s b e i n g 
g e n e r a l i z a t i o n s o f m o d e l s l o w e r i n t h e h i e r a r c h y a n d a s b e i n g 
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s p e c i a l i z a t i o n s o f m o d e l s h i g h e r i n t h e h i e r a r c h y . 
The e x i s t e n c e i n t h e l i t e r a t u r e o f t h i s h i e r a r c h y o f q u e u e i n g 
m o d e l s h a s i m p o r t a n t i m p l i c a t i o n s o n t h e s t u d y o f r e p a i r m a n m o d e l s w i t h 
s p a r e s . I n g e n e r a l , i t w i l l b e f o u n d t h a t t h e l i t e r a t u r e o n r e g u l a r 
r e p a i r m a n m o d e l s a n d , t o a l e s s e r e x t e n t , t h a t o n c y c l i c q u e u e s o f f e r s 
a b a c k g r o u n d o f t h e o r y , m e t h o d o l o g y , a n d p r o c e d u r a l p h i l o s o p h y f o r t h e 
s t u d y o f new r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s . On t h e o t h e r h a n d , w h i l e 
t h e l i t e r a t u r e o n c y c l i c q u e u e s , f i n i t e q u e u e s , a n d n e t w o r k s o f q u e u e s 
d o e s make i m p o r t a n t c o n t r i b u t i o n s t o t h i s b a c k g r o u n d , i t m u s t b e v i e w e d 
p r i m a r i l y as a s o u r c e o f e x i s t i n g m o d e l s t o b e s p e c i a l i z e d t o t h e r e p r e ­
s e n t a t i o n o f r e p a i r m a n s y s t e m s w i t h s p a r e s . 
The e x i s t i n g l i t e r a t u r e o n c y c l i c a n d f i n i t e q u e u e s w a s a p p l i e d 
t o t h e d e v e l o p m e n t o f r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s i n t h e l a t t e r p a r t 
o f C h a p t e r I V . O f p r i m a r y i m p o r t a n c e was t h e e s t a b l i s h m e n t o f a c o n ­
c e p t u a l b a s i s f o r r e l a t i n g t h e r e p a i r m a n - m o d e l - w i t h - s p a r e s v i e w p o i n t o f 
a s i n g l e s e r v i c e c e n t e r f e d b y a f i n i t e a r r i v a l s o u r c e a n d t h e c y c l i c -
q u e u e s v i e w p o i n t o f t w o s e r v i c e c e n t e r s , e a c h w i t h a n a t t e n d a n t w a i t i n g 
l i n e , v i s i t e d i n r o t a t i o n b y a c o n t i n u o u s l y c i r c u l a t i n g g r o u p o f u n i t s . 
T h i s c o n c e p t u a l r e l a t i o n s h i p w a s d i s c u s s e d q u a l i t a t i v e l y i n C h a p t e r I I I , 
a n d q u a n t i t a t i v e l y i n C h a p t e r I V w h e r e a d e m o n s t r a t i o n w a s g i v e n o f t h e 
e q u i v a l e n c e b e t w e e n t h e r e p a i r m a n m o d e l w i t h s p a r e s o f T o f t a n d B o o t h ­
r o y d [ 2 4 0 ] a n d t h e t w o - s t a g e c y c l i c q u e u e o f K o e n i g s b e r g [ 1 3 9 ] . 
The m o s t u s e f u l r e s u l t f r o m c y c l i c a n d f i n i t e q u e u e i n g t h e o r y 
p r o v e d t o b e P e l c z y n s k i ' s g e n e r a l m o d e l [ 1 7 7 ] f o r m u l t i s t a t i o n f i n i t e 
P o i s s o n q u e u e s ( s e e E q u a t i o n s ( 2 8 7 - 2 9 0 , 2 9 4 - 2 9 5 ) ) . I n o n e c a s e i n C h a p ­
t e r I V , h i s m o d e l w a s s p e c i a l i z e d t o t h e f o r m o f a f o u r - s t a g e c y c l i c 
246 
queue w h i c h was t h e n a d a p t e d t o t h e r e p r e s e n t a t i o n o f a r e p a i r m a n mode l 
w i t h spa res i n w h i c h u n i t s s u f f e r e d t r a n s i t d e l a y s i n b e i n g t r a n s p o r t e d 
t o and f r o m t h e s e r v i c e c e n t e r ( T a b l e 1 , No . 1 2 ) . A n o t h e r a p p l i c a t i o n 
o f P e l c z y n s k i ' s mode l was t o t h e deve lopmen t o f a mode l f o r t h e s e r v ­
i c i n g o f a i r c r a f t e n g i n e s by a c o m m e r c i a l a i r l i n e . T h i s l a s t mode l 
d e m o n s t r a t e d by example t h e means f o r d e v e l o p i n g r e p a i r m a n models w i t h 
s p a r e s i n w h i c h t h e r e a re m u l t i p l e f a i l u r e modes a n d / o r m u l t i p l e 
s e r v i c e c e n t e r s ( T a b l e 1 , No.. 1 4 ) . 
W i t h r e s p e c t t o f u t u r e i n v e s t i g a t i o n s o f r e p a i r m a n p r o b l e m s w i t h 
s p a r e s , t h e e x t e n t o f p o t e n t i a l b e n e f i t f r o m e x i s t i n g c y c l i c and f i n i t e 
q u e u e i n g t h e o r y s h o u l d n o t be o v e r e s t i m a t e d . The m a j o r i t y o f e x i s t i n g 
c y c l i c and f i n i t e q u e u e i n g models d i d n o t p r o v e u s e f u l i n t h e p r e s e n t 
i n v e s t i g a t i o n . There were t h r e e p r i n c i p a l r e a s o n s f o r t h i s : When 
e v a l u a t e d f o r t h e case o f o n l y two s t a t i o n s i n c y c l i c o r d e r , i . e . , t h e 
base case f o r r e p a i r m a n models w i t h s p a r e s , most such mode ls had t o be 
d i s c a r d e d because t h e y e i t h e r ( l ) became i d e n t i c a l t o K o e n i g s b e r g ' s 
mode l and hence d u p l i c a t e d T o f t and B o o t h r o y d ' s r e s u l t s ; ( 2 ) r e d u c e d t o 
a t r i v i a l mode l i n v o l v i n g two s i n g l e - s e r v e r s t a g e s ( i . e . , one r e p a i r m a n 
and one machine w o r k i n g p o s i t i o n ) ; o r ( 3 ) i n c l u d e d phenomena ( e . g . , 
exogenous a r r i v a l s ) i n c o n s i s t e n t w i t h t h e c o n c e p t u a l i z a t i o n o f a r e p a i r ­
man sys tem w i t h s p a r e s . 
I n C h a p t e r I V , a n a l y s i s was c o n f i n e d t o p r o b l e m s w i t h s e r v i c e 
t i m e s f o l l o w i n g t h e o n e - p a r a m e t e r ( u ) n e g a t i v e e x p o n e n t i a l d i s t r i b u t i o n . 
I n C h a p t e r V , t h e scope o f p o t e n t i a l a p p l i c a t i o n s o f r e p a i r m a n mode ls 
w i t h s p a r e s was c o n s i d e r a b l y b r o a d e n e d w i t h t h e deve lopmen t o f mode ls 
w i t h s e r v i c e t i m e s f o l l o w i n g t h e t w o - p a r a m e t e r ( u , J ) c h i - s q u a r e 
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d i s t r i b u t i o n w i t h e v e n ( 2 J ) d e g r e e s o f f r e e d o m , a l s o k n o w n a s t h e "J£7z 
E r l a n g d i s t r i b u t i o n " ( T a b l e 1 , N o s . 1 5 - 1 6 ) . E x t e n s i o n s t o m o r e g e n e r a l 
m o d e l s w e r e d i s c u s s e d q u a l i t a t i v e l y . C o n t r a r y t o i n i t i a l e x p e c t a t i o n s , 
t h e e x p r e s s i o n s o b t a i n e d f o r s t a t e p r o b a b i l i t i e s w e r e r e l a t i v e l y s i m p l e 
i n f o r m a n d c o n t e n t . H o w e v e r , i n e a c h m o d e l , t h e s o l u t i o n was f o u n d t o 
d e p e n d u p o n t h e r o o t s o f a Jth d e g r e e p o l y n o m i a l ( E q u a t i o n ( 4 5 1 ) ) . 
T h u s , f o r l a r g e v a l u e s o f J , a p p l i c a t i o n s o f t h e m o d e l s w o u l d p r o b a b l y 
b e i m p o s s i b l e w i t h o u t t h e s e r v i c e s o f a d i g i t a l o r a n a l o g u e c o m p u t e r t o 
d e t e r m i n e t h e r o o t s o f t h i s p o l y n o m i a l . 
R e c o m m e n d a t i o n s f o r F u r t h e r S t u d y 
I m p l e m e n t a t i o n o f S o l u t i o n s 
I n t h e m o d e l s o f C h a p t e r I V , m o s t o f t h e e x p r e s s i o n s o b t a i n e d 
f o r s t a t e p r o b a b i l i t i e s p ^ a r e q u i t e t r a c t a b l e t o h a n d c o m p u t a t i o n s w i t h 
t h e a i d o f s t a n d a r d m a t h e m a t i c a l t a b l e s . H o w e v e r , s h o u l d o n e e n v i s i o n 
e x t e n s i v e u s e o f a m o d e l o r w i s h t o a p p l y i t t o a s y s t e m h a v i n g a l a r g e 
n u m b e r o f p o s s i b l e s t a t e s , t h e d e v e l o p m e n t o f t a b l e d s o l u t i o n s i s 
r e c o m m e n d e d f o r t h e p u r p o s e o f g e n e r a l l y f a c i l i t a t i n g c o m p u t a t i o n s . 
F o r a n y o f t h e m o d e l s o f C h a p t e r I V , a d i g i t a l c o m p u t e r c o u l d e a s i l y b e 
p r o g r a m m e d t o g e n e r a t e t a b l e s o f s t a t e p r o b a b i l i t i e s f o r a s e l e c t e d 
r a n g e o f v a l u e s o f t h e r e l e v a n t p a r a m e t e r s ( e . g . A / u , c , N , S ) . 
The e s s e n t i a l a s p e c t s o f s u c h a c o m p u t e r p r o g r a m w o u l d b e a 
g e n e r a l f o r m u l a ( e . g . , a s a s u b r o u t i n e ) f o r t h e r a t i o s p / p a n d a v a r i -
n o 
a b l e , s a y R , t o a c c u m u l a t e t h e sum o f t h e P n / P Q v a l u e s . C o r e s t o r a g e 
r e q u i r e m e n t s w o u l d b e m i n i m a l , e v e n f o r l a r g e p r o b l e m s , s i n c e t h e P n / P Q 
v a l u e s c o u l d b e o u t p u t o n m a g n e t i c t a p e a s t h e y w e r e c r e a t e d a n d l a t e r 
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r e a d i n a f e w a t a t i m e t o b e d i v i d e d b y t h e n o r m a l i z i n g f a c t o r ( i . e . , 
t h e f i n a l v a l u e o f R ) j u s t b e f o r e b e i n g p r i n t e d . 
W i t h r e s p e c t t o i m p l e m e n t a t i o n o f t h e C h a p t e r V m o d e l s h a v i n g 
c h i - s q u a r e d i s t r i b u t e d s e r v i c e t i m e s w i t h 2 J d e g r e e s o f f r e e d o m , t h e r e 
i s a p r e r e q u i s i t e n e e d f o r s o l u t i o n s o f t h e c h a r a c t e r i s t i c e q u a t i o n 
( 4 5 1 ) . I n t h e c a s e o f l a r g e J , t h e r o o t s o f t h e c h a r a c t e r i s t i c e q u a t i o n 
w i l l u n d o u b t e d l y h a v e t o b e o b t a i n e d n u m e r i c a l l y u s i n g o n e o f t h e 
s t a n d a r d m e t h o d s — e . g . , B e r n o u l l i ' s i t e r a t i o n , G r a e f f e ' s r o o t - s q u a r i n g 
t e c h n i q u e , L i n ' s i t e r a t i o n , B a i r s t o w ' s m e t h o d — - f o r s p e c i f i e d v a l u e s o f 
t h e p a r a m e t e r s N A / y a n d J . 
S i n c e t h i s c h a r a c t e r i s t i c e q u a t i o n a r i s e s i n a v a r i e t y o f p r o b ­
l e m s i n v o l v i n g c h i - s q u a r e d i s t r i b u t e d i n t e r o c c u r r e n c e t i m e s ( s e e S y s k i 
[ 2 1 2 ] , p p . 3 1 0 - 3 2 8 ) o r i n v o l v i n g b u l k a r r i v a l s a n d s e r v i c i n g ( s e e S y s k i 
[ 2 1 2 ] , p p . 5 5 4 - 5 5 8 ) , a v e r y w o r t h w h i l e p r o j e c t w o u l d b e t h e d e v e l o p m e n t 
a n d p u b l i s h i n g o f t a b l e s o f r o o t s o f t h e c h a r a c t e r i s t i c e q u a t i o n f o r a 
r a n g e o f v a l u e s o f N A / y a n d J . A l t h o u g h t h e b a s i c c o m p u t e r p r o g r a m 
w o u l d h a v e t o b e q u i t e l e n g t h y t o a c c o m m o d a t e c o m p u t a t i o n s i n v o l v i n g 
t h e r e a l a n d i m a g i n a r y p a r t s o f c o m p l e x v a r i a b l e s , i t i s s u g g e s t e d t h a t 
t h e p r o g r a m m i n g e f f o r t r e q u i r e d t o c a l c u l a t e t h e s e r o o t s o n a d i g i t a l 
c o m p u t e r w o u l d b e w e l l j u s t i f i e d . C o m p u t a t i o n s c o u l d b e s i m p l i f i e d 
s o m e w h a t b y u s i n g t h e a u g m e n t e d c h a r a c t e r i s t i c e q u a t i o n ( 4 4 8 ) a n d l a t e r 
d i s c a r d i n g t h e s p u r i o u s r o o t y = 1 . 
A p p l i c a t i o n o f M o d e l s 
The p r e s e n t i n v e s t i g a t i o n h a s r e s u l t e d i n t h e d e r i v a t i o n o f 
s y m b o l i c a l l y g e n e r a l m o d e l s f o r a v a r i e t y o f r e p a i r m a n s y s t e m s w i t h 
s p a r e s . U n f o r t u n a t e l y , t h e f o r m s i n w h i c h e x p r e s s i o n s f o r t h e s t a t e 
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p r o b a b i l i t i e s w e r e o b t a i n e d d i d n o t p r o v e f a v o r a b l e t o t h e d e v e l o p m e n t 
o f g e n e r a l f o r m u l a e f o r m o d e l s t a t i s t i c s o r t o a n y o t h e r t y p e o f m o d e l 
e x p l o i t a t i o n i n g e n e r a l s y m b o l i c t e r m s . S i n c e t h e f u l l i n v e s t i g a t i v e 
a n d p l a n n i n g p o t e n t i a l o f t h e m o d e l s c a n n o t b e r e a l i z e d w i t h o u t some 
k n o w l e d g e o f m e a s u r e s o f s y s t e m e f f e c t i v e n e s s , i t i s r e c o m m e n d e d t h a t 
n u m e r i c a l w o r k , u s i n g a d i g i t a l c o m p u t e r , b e i n s t i g a t e d t o d e v e l o p 
t a b l e s o f r e l e v a n t s t a t i s t i c s f o r e a c h o f t h e m o d e l s o f C h a p t e r s I V a n d 
V . T h i s w o r k c o u l d b e p e r h a p s m o s t a d v a n t a g e o u s l y p e r f o r m e d i n c o n ­
j u n c t i o n w i t h t h e s o l u t i o n - i m p l e m e n t a t i o n p r o j e c t s s u g g e s t e d i n t h e 
p r e c e d i n g s e c t i o n . 
A u s e f u l , y e t c o n c i s e , , s e t o f p a r a m e t e r v a l u e s u p o n w h i c h t o b a s e 
t h e t a b l e s w o u l d b e t h e i n t e g e r s f r o m 1 t o 500 ( o r h i g h e r ) f o r t h e 
i n t e g e r - v a l u e d p a r a m e t e r s ( e . g . , S , N , N + S , c , J ) a n d a s e t o f v a l u e s 
p e r m i t t i n g a c c u r a t e l i n e a r i n t e r p o l a t i o n f o r n o n i n t e g e r - v a l u e d p a r a m ­
e t e r s ( e . g . , A / y , N A / y , N A / ( J y ) ) . T h e s e n s i t i v i t y a n a l y s i s t h a t w o u l d 
b e r e q u i r e d t o d e t e r m i n e t h e m i n i m a l s e t o f p a r a m e t e r v a l u e s p e r m i t t i n g 
v a l i d l i n e a r i n t e r p o l a t i o n f o r n o n t a b l e d c a s e s w o u l d i t s e l f b e o f 
i n t e r e s t . 
New T h e o r e t i c a l S t u d i e s 
The r e s u l t s o f t h e p r e s e n t i n v e s t i g a t i o n r e p r e s e n t o n l y a b e g i n ­
n i n g t o w a r d t h e d e v e l o p m e n t o f a c o m p r e h e n s i v e k n o w l e d g e o f r e p a i r m a n 
A 
A c t u a l l y , a s d i s c u s s e d i n t h e i n t r o d u c t i o n t o C h a p t e r I V , t h e r e 
i s n o d i f f i c u l t y i n w r i t i n g e x p l i c i t , s y m b o l i c a l l y - g e n e r a l f o r m u l a e f o r 
m o d e l s t a t i s t i c s . T h i s may b e d o n e b y m e r e l y s u b s t i t u t i n g t h e s t a t e -
p r o b a b i l i t y e x p r e s s i o n s i n t o t h e e q u a t i o n s d e f i n i n g t h e s t a t i s t i c s 
( e . g . , E q u a t i o n s ( 4 3 - 4 7 , 6 2 - 6 3 ) w i t h u p p e r s u m m a t i o n l i m i t s a d j u s t e d t o 
t h e p a r t i c u l a r m o d e l ) . H o w e v e r , d u e t o a n i n a b i l i t y t o a l g e b r a i c a l l y 
c o m b i n e t e r m s , t h e r e s u l t i n g e x p r e s s i o n s w i l l b e t o o c o m p l e x t o h a v e 
a n y p r a c t i c a l s i g n i f i c a n c e . 
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m o d e l s w i t h s p a r e s . F o r t h e i m p o r t a n t a p p l i c a t i o n s t o t h e d e s i g n o f 
s e r v i c e f a c i l i t i e s a n d s p a r e s ^ s t o c k i n g p o l i c i e s f o r f l e e t - o p e r a t e d 
s y s t e m s , b o t h r e f i n e m e n t s a n d e x t e n s i o n s o f e x i s t i n g t h e o r y a r e n e e d e d . 
As a s t a r t i n g p o i n t , i t i s s u g g e s t e d t h a t r e s e a r c h b e i n i t i a t e d w i t h 
t h e g e n e r a l g o a l ^ - b u t n o t t h e b o u n d - - o f b r i n g i n g t h e l e v e l o f d e v e l o p ­
m e n t o f t h e o r y o n r e p a i r m a n m o d e l s w i t h s p a r e s u p t o t h a t e x t a n t f o r 
r e g u l a r r e p a i r m a n m o d e l s . Some s p e c i f i c r e c o m m e n d a t i g n s f o r f u r t h e r 
w o r k a r e : 
1 . D e v e l o p m e n t o f m o d e l s w h i c h i n c l u d e s e v e r a l o f t h e 
p h e n o m e n a — e . g . , e x t e n d e d s e r v i c e i n t e r v a l s , a n c i l l a r y d u t i e s , t r a n s i t 
d e l a y s , f a u l t y r e p a i r s , e t c . — t h a t w e r e r e p r e s e n t e d i n s e p a r a t e m o d e l s 
i n t h e p r e s e n t i n v e s t i g a t i o n . 
2 . D e v e l o p m e n t o f m u l t i s e r v e r m o d e l s w i t h c h i - s q u a r e d i s t r i b u t e d 
f a i l u r e a n d s e r v i c e t i m e s a s e x t e n s i o n s t o t h e m o d e l s o f C h a p t e r V . 
3 . D e v e l o p m e n t o f t i m e - d e p e n d e n t m o d e l s f o r m o r e c o m p l i c a t e d 
r e p a i r m a n s y s t e m s w i t h s p a r e s t h a n t h a t c o n s i d e r e d i n C h a p t e r I V . 
4 . D e v e l o p m e n t o f m o d e l s i n v o l v i n g g e n e r a l , a r b i t r a r y 
i n t e r o c c u r r e n c e - t i m e d i s t r i b u t i o n s . 
5 . D e v e l o p m e n t o f m o d e l s i n v o l v i n g p r i o r i t y s e r v i c i n g . 
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APPENDIX A 
THE METHOD OF V A R I A T I O N OF PARAMETERS 
I n t r o d u c t i o n 
S e v e r a l d e r i v a t i o n s i n t h e m a i n b o d y o f t h e d i s s e r t a t i o n make 
r e f e r e n c e t o t h e " m e t h o d o f v a r i a t i o n o f p a r a m e t e r s " f o r o b t a i n i n g p a r ­
t i c u l a r s o l u t i o n s o f c e r t a i n l i n e a r d i f f e r e n c e e q u a t i o n s . The m e t h o d 
i s u s u a l l y p r e s e n t e d i n t h e l i t e r a t u r e a s a d e v i c e f o r t r e a t i n g l i n e a r 
d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s , b u t i t h a s a n a n a l o g o u s a p p l i c a t i o n i n t h e 
s o l u t i o n o f l i n e a r d i f f e r e n c e e q u a t i o n s . 
T h i s a p p e n d i x w i l l r e v i e w t h e u n d e r l y i n g r a t i o n a l e o f t h e m e t h o d 
a s a p p l i e d t o t h e g e n e r a l l i n e a r d i f f e r e n c e e q u a t i o n s o f t h e f i r s t a n d 
s e c o n d o r d e r s . F o r e x a m p l e s a n d a d d i t i o n a l m a t e r i a l o n t h e s o l u t i o n 
o f d i f f e r e n c e e q u a t i o n s , r e f e r e n c e i s made t o C h a p t e r 3 o f H i l d e b r a n d ' s 
b o o k [ 8 3 ] . 
P e r t i n e n t t o t h e p r e s e n t a t i o n i s a k n o w l e d g e o f t h e v a r i o u s f o r m s 
i n w h i c h o n e may e x p r e s s t h e s o l u t i o n t o t h e d i f f e r e n c e e q u a t i o n 
A x . = x - x . = v , ( 5 9 8 ) 
n - 1 n n - 1 n * 
w h e r e A i s t h e u s u a l f o r w a r d d i f f e r e n c e o p e r a t o r a n d v n i s a k n o w n 
f u n c t i o n o f n . W r i t i n g X Q - r\, we c a n d e t e r m i n e s u c c e s s i v e l y f r o m 
( 5 9 8 ) , 
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x± = n + v ' ; ( 5 9 9 ) 
x 2 = x + v 2 = n + v 1 •+ v ' 2 ; ( 6 0 0 ) 
X 3 = X 2 + V 3 = n + v l + v 2 + v 3 » " ; ( 6 0 1 ) 
s o t h a t , b y i n d u c t i o n , we h a v e 
n 
* = -n + I v , . ( 6 0 2 ) 
n
 k = l k 
I t c a n b e s e e n t h a t t h e a r b i t r a r y c o n s t a n t n i s t h e h o m o g e n e o u s 
( H ) 
s o l u t i o n x ^ o f E q u a t i o n s ( 5 9 8 ) ; t h a t i s , t h e s o l u t i o n o f ( 5 9 8 ) f o r 
t h e c a s e = 0 . F u r t h e r , n o t i n g t h a t a c h a n g e i n t h e l o w e r l i m i t 
o f t h e s u m m a t i o n c a n b e c o u n t e r a c t e d b y a c h a n g e i n t h e v a l u e o f n , i t 
( P ) 
f o l l o w s t h a t a p a r t i c u l a r s o l u t i o n x ^ o f E q u a t i o n s ( 5 9 8 ) i s g i v e n b y 
v = I \ ( 6 0 3 ) 
n
 k = L k 
f o r a n a r b i t r a r y c h o i c e o f L . S i n c e E q u a t i o n s ( 6 0 3 ) a r e d e f i n e d o n l y 
f o r n ^ L , p r a c t i c a l c o n s i d e r a t i o n s u s u a l l y m o t i v a t e t h e c h o i c e o f L a s 
b e i n g t h e s m a l l e s t v a l u e f r o m t h e r a n g e o f n t h a t i s o f i n t e r e s t i n a 
s p e c i f i c p r o b l e m . 
The G e n e r a l L i n e a r D i f f e r e n c e E q u a t i o n o f F i r s t O r d e r 
The g e n e r a l l i n e a r d i f f e r e n c e e q u a t i o n o f f i r s t o r d e r may b e 
w r i t t e n i n t h e f o r m 
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T x = a x + b x , ; 5 , ( 6 0 4 ) 
n n n n n - 1 n ' 
w h e r e T i s a l i n e a r o p e r a t o r d e f i n e d b y t h e e q u a t i o n a n d a ^ , b ^ , a n d £ n 
a r e k n o w n f u n c t i o n s o f n . We s u p p o s e t h a t t h e h o m o g e n e o u s s o l u t i o n h a s 
b e e n o b t a i n e d i n t h e f o r m 
( H ) 
x = n..cf> , ( 6 0 5 ) 
n I n . • 
w h e r e i s a n a r b i t r a r y c o n s t a n t . T h e f u n c t i o n <J> n e c e s s a r i l y s a t i s ­
f i e s 
T<J>n = 0 . ( 6 0 6 ) 
S i n c e t h e t o t a l s o l u t i o n t o ( 6 0 4 ) i s t h e sum o f t h e h o m o g e n e o u s 
s o l u t i o n a n d a n y p a r t i c u l a r s o l u t i o n , we n e e d t o f i n d a p a r t i c u l a r 
s o l u t i o n . We a t t e m p t t o f i n d a p a r t i c u l a r s o l u t i o n t o ( 6 0 4 ) i n t h e 
f o r m 
x = A <f> , ( 6 0 7 ) 
n n n 
w h e r e A i s a n u n k n o w n f u n c t i o n o f n w h i c h i s t o b e d e t e r m i n e d . S u b -
n 
s t i t u t i n g ( 6 0 7 ) i n t o ( 6 0 4 ) y i e l d s t h e c o n d i t i o n 
a A $ + b A _d> , = £ , ( 6 0 8 ) 
n n Y n n n - l Y n ^ l n ' 
w h i c h may b e m a n i p u l a t e d i n t o t h e e q u i v a l e n t f o r m 
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A . ( a <J> + b <J> _ ) + a <J> (A - A
 n ) = £ . ( 6 0 9 ) 
n - 1 n n n n - 1 n r n n n < - l n 
M a k i n g u s e o f ( 6 0 6 ) , t h i s e x p r e s s i o n c a n b e f u r t h e r r e d u c e d t o 
a <J> AA . = X , ( 6 1 0 ) 
n Y n n - 1 n ' 
s o t h a t 
AA . = — E L . . ( 6 1 1 ) 
n - 1 a d> 
n Y n 
I n v i e w o f ( 5 9 8 - 6 0 3 ) , we h a v e 
n £ 
A = n 9 + I r^r , ( 6 1 2 ) 
n 2
 k=L a A 
w h e r e i s a n a r b i t r a r y c o n s t a n t . We c h o s e = 0 s i n c e t h e i n c l u s i o n 
o f a n o n z e r o r)^ w o u l d s e r v e o n l y t o u n n e c e s s a r i l y i n c l u d e p a r t o f t h e 
h o m o g e n e o u s s o l u t i o n t o ( 6 0 4 ) i n t h e p a r t i c u l a r s o l u t i o n t o ( 6 0 4 ) . 
A c c o r d i n g l y , we h a v e 
A = I .-4r . ( 6 1 3 ) 
n
 k=L V k 
S u b s t i t u t i n g ( 6 1 3 ) i n t o ( 6 0 7 ) , we f i n d 
The r e a d e r may w i s h t o c a r r y a n o n z e r o n2 t h r o u g h t h e r e m a i n d e r 
o f t h e c o m p u t a t i o n s , He w i l l f i n d t h a t t h e c h o i c e n2 = 0 i s j u s t i f i e d 
b e c a u s e a n y c h a n g e i n t h e v a l u e o f n2 c a n b e c o u n t e r a c t e d b y a c h a n g e 
i n t h e v a l u e o f RIJ_ • 
2 5 5 
x
(P )
 = * I A- . ( 6 1 4 ) 
n
 k = L ^ • k 
T h u s , t h e t o t a l s o l u t i o n o b t a i n e d b y t h i s " m e t h o d o f v a r i a t i o n 
o f p a r a m e t e r s " i s 
( H ) . „(P) , . , r * k 
X = X + X : ^
r
' =
 n <j> + «j> V - J U . ( 6 1 5 ) 
n n n 1 n n ^ a ^ 
T h e G e n e r a l L i n e a r D i f f e r e n c e E q u a t i o n o f S e c o n d O r d e r 
The g e n e r a l d i f f e r e n c e e q u a t i o n o f s e c o n d o r d e r may b e w r i t t e n 
i n t h e f o r m 
T x = a x + b x + c x = £ , ( 6 1 6 ) 
n n n + 1 n n n n - 1 n 
w h e r e T i s a l i n e a r o p e r a t o r d e f i n e d b y t h e equation a n d a n , b ^ , c n , 
a n d £ n a r e k n o w n f u n c t i o n s o f n . We p r e s u m e t h a t t h e h o m o g e n e o u s s o l u ­
t i o n t o ( 6 1 6 ) h a s b e e n o b t a i n e d i n t h e f o r m 
x ( H ) = n,-<|> + n 0 Tp »• ( 6 1 7 ) n I n 2 T n 
w h e r e n 2 a r e a r b i t r a r y c o n s t a n t s a n d w h e r e 
T<j> = Tip = 0 ( 6 1 8 ) T n T n 
i s s a t i s f i e d . We s e e k t o f i n d a p a r t i c u l a r s o l u t i o n t o ( 6 1 6 ) i n t h e 
f o r m 
256 
(V) 
x v = A <J> •+ B II> , ( 6 1 
n n Y n n n ' 
w h e r e A a n d B a r e u n k n o w n f u n c t i o n s o f n t o b e d e t e r m i n e d , 
n n 
F r o m ( 6 1 9 ) , 
( P ) 
x = A $ + B i|> • 
n n n n n 
= A
 n4> + (A - A .)<!> 
n - l Y n n n - 1 n 
+ B J, + ( B - B .)\\> 
n - l T n n n - 1 T n 
= A _<|> •+ B _ip + [<|) AA +ty AB • . ] . ( 6 2 
n - l T n n - l T n r n n - 1 n n - 1 
S i n c e TOO c o n d i t i o n s w i l l b e r e q u i r e d t o d e t e r m i n e b o t h A a n d B — w e 
u
 n n 
now h a v e o n l y t h e c o n d i t i o n ( 6 1 6 ) - - w e may a r b i t r a r i l y i m p o s e t h e 
c o n d i t i o n 
<f> AA.' + i(> AB = 0 . ( 6 2 . 
Y n n - 1 Y n n - 1 
S u b s t i t u t i n g ( 6 2 1 ) i n t o ( 6 2 0 ) y i e l d s 
x ( P ) = A _<j> + B . ip . ( 6 2 : 
n n - l Y n nrl n 
A g a i n f r o m ( 6 1 9 ) , 
2 5 7 
( P ) 
n + 1 n + l T n + I n + 1 n + 1 
+ (A - A )<f> '_• + ( B _ - B 
. n + 1 n n + 1 n + 1 n n + 1 
+ (A - A • . )<f> + ( B ^B . 
n n - 1 n + 1 n n - 1 n + 1 
= A .<() + B _ + [((> AA +i|; AB ] 
n - p l Y n + l n - l r n + l n + 1 n T n + 1 n 
+ < $ . _AA , + * .TAB . . ( 6 2 3 ) 
n + 1 n - 1 n + 1 n - 1 
The b r a c k e t e d e x p r e s s i o n v a n i s h e s b y v i r t u e o f E q u a t i o n ( 6 2 1 ) a n d 
h e n c e , 
x J = A ,<|> + B , * _ , + <!> . , AA . + \\> _ _ A B _ . ( 6 2 4 ) 
n + 1 n - l T n + l n - l T n + l T n + 1 n - 1 r n + l n - 1 
F i n a l l y , f r o m ( 6 1 9 ) , 
(v) 
xK ' = A . _<JJ . + B ^ . . ( 6 2 5 ) 
n - 1 n - l T n - l n - l T n - l 
Now s u b s t i t u t i n g E q u a t i o n s ( 6 2 2 , 6 2 4 - 6 2 5 ) i n t o ( 6 1 6 ) a n d m a k i n g 
u s e o f ( 6 1 8 ) y i e l d s 
E, = a (A , < $ > . , + B + <J> ^ . A A •
 v ' + i|; . , A B . ) n n n - l Y n + l n - l T n + l Y n + 1 n - 1 T n + 1 n - 1 
2 5 8 
+ b ( A . <f> + B _ ip ) + c ( A . <f> + B ip . ) 
n n - l T n n - 1 n n n - l T n - l n - 1 n - 1 
A
 n ( a < ( ) . . + b - 0 + c <f) _ ) 
n - 1 n Y n + l n n n Y n - * l 
+ B . ( a ip . . + b ^ + c i/i , ) 
n - 1 n Y n + l n r n n n - 1 
+ a <f> , . AA + a ^ . •, AB • 
n Y n + l n - 1 n n + 1 n - 1 
= a (<f> _AA _ + ip AB . ) , . 
n Y n + 1 n - 1 n + 1 n - 1 
( 6 2 6 ) 
The t w o c o n d i t i o n s ( 6 2 1 , 6 2 6 ) t h u s i m p l y 
AA 
n - 1 
n 
? n a n ^ n + l 
<f> * n n 
a <f> a ip 
n Y n + l n n + 1 
n Y n 
n Y n n + 1 Y n + 1 n 
( 6 2 7 ) 
AB 
n - 1 
n 
a n * n + l C n 
Y n Y i 
n Y n + l n Y n + l 
5 <f> n Y n 
n Y n n + 1 Y n + 1 n 
( 6 2 8 ) 
2 5 9 
* 
H e n c e , u s i n g ( 5 9 8 - 6 0 3 ) , we h a v e 
A = - I
 7 1 ,
 k k
 _ , ^ ( 6 2 9 ) 
k=L W k + ? k t l V 





. :—r- , ( 6 3 0 ) 
n
 k=L 
a n d 
x 
( P )
 = A cf) + B * = £ * , k n ° k , ( 6 3 1 ) 
n 
w h e r e L may b e a r b i t r a r i l y s e l e c t e d i n a c c o r d a n c e w i t h t h e p r e v i o u s 
d i s c u s s i o n . 
( P ) 
S i n c e f o r any p a r t i c u l a r s o l u t i o n x ^ , 
x = x . + x , ( 6 3 2 ) 
n . n n ' 
we h a v e a s t h e g e n e r a l s o l u t i o n t o E q u a t i o n s ( 6 1 6 ) , 
5 ^ A A V 
c = n_$ + + I • fl. i — ~ — i ; — r • ( 6 3 3 ) 
H e r e t h e h o m o g e n e o u s p a r t s o f A n a n d B n h a v e b e e n c h o s e n t o b e 
z e r o . See p r e c e d i n g f o o t n o t e . 
2 6 0 
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